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4. ldentificacién y definicién de categorias
(maximo 500 palabras por cada categoria) Debe extraer las ideas principales y parrafos
sefialando el nimero de pagina

Sistemas conceptuales de los racionales (p.62-63):

Desde los autores identificados en el estado del arte realizado y que se constituyen en el marco
tedrico sobre el cual se fundamenta inicialmente la tesis, a partir de los constructos de Kieren (1983);
con los subconstructos de Behr, Lesh, Post y Silver (1983); las interpretaciones de Nesher (1988);
las islas del archipiélago de Vasco (1994) y, finalmente, las interpretaciones de Fandifio (2009)
sobresalen algunos aspectos que aportan a la construccion de los tres aspectos considerados para
la comprensién de los sistemas de los nimeros racionales:

La consideracién de un constructo central, que es el Sistema Operador (o Transformador), esta
presente en los diferentes modelos, al reconocer que en los racionales siempre hay un nuevo tipo
de “cantidad operativa” o “numero activo”, que actua sobre otra cantidad o numero, bien sea para
achicarlo, agrandarlo, o “empujarlo”.

Al descomponer el Sistema Operador en sus elementos, relaciones y operaciones y, de acuerdo con
los mecanismos constructivos propuestos por Kieren: el de particién y el de equivalencia, es posible
darle cabida a los siguientes sistemas que también son compartidos por Vasco en su modelo del
archipiélago fraccionario:




El Sistema Partidor, debido a la importancia que tiene en el sistema fraccionario la particion “en
partes iguales” y la representacién mas comunmente empleada que es ‘a/b’, leido como “a b-avos”.

A partir del sistema anterior y dada la necesidad de establecer diferencia entre el partidor o
fracturador de objetos y el més abstracto partidor o fracturador de cantidades de distintas
magnitudes fisicas, surge el Sistema Medidor, que se refiere al reconocimiento de cierta magnitud
en la que cada cantidad puede repartirse “equitativamente” en un nimero finito de cantidades “de la
misma medida”.

El Sistema Razon, emerge al hacer explicito un sentido de relacién entre dos magnitudes (Fandifio,
2009) o entre dos numeros y se remite al uso geométrico y aritmeético en Euclides y Eudoxo, en el
antiguo Egipto, Mesopotamia, la India y la China.

Sistemas de representacion semiotica de los racionales (p.69-70)

Este camino de interpretar teorias en los modelos y desagregar las teorias y los modelos como
sistemas, que al construirse requieren ser interpretados o representados, se desplaza entre la TGPS
y la TGMT permeadas permanentemente por la semidtica que se sistematiza en la Teoria General
de Representaciones e Interpretaciones — TGRI —.

Por lo tanto, cuando ya se cuenta con varios modelos mentales publicos, en este caso de los
sistemas conceptuales de los numeros racionales, se requiere representarlos desde los tres
aspectos: sustrato/dindmica/estructura, pero que dado el caracter abstracto de los conceptos
matematicos, el autor, el maestro, el autor del libro de texto y el estudiante se valen de las
representaciones semiéticas consideradas como Sistemas de Representacion Semibtica de los
Racionales, producidos por los autores, los libros de textos y los maestros en la actividad matematica
gue se despliega en el aula.

Este ejercicio de “expresion e interpretacion”, es realizado por un agente noético-semidtico al
interpretar las teorias, construir y reconstruir los modelos.

Cada sistema: operador, partidor, medidor y razén con sus componentes, relaciones y operaciones,
gue constituyen los modelos conceptuales de los racionales y los morfismos de interpretacion y
expresion que permiten expresarlo mediante lenguajes y registros semidticos con sus productos que
son las representaciones semioéticas, permiten el acceso al objeto matematico, a partir de las
acciones de tratamiento y conversion gue sélo puede lograrse si se dispone al menos de dos
registros semidticos diferentes para producir dos representaciones en donde la representacion y el
objeto representado puedan diferenciarse.

Teniendo en cuenta los modelos mentales publicos de los racionales, la actividad semi6tica que
permiten interpretarlos y expresarlos mediante registros semidéticos que producen los sistemas de
representacion semiética que se han utilizado en las matematicas escolares, se hace necesario
tomar por separado cada uno de los sistemas conceptuales identificados en la literatura y en la
actividad del docente, para dilucidar y clasificar las diferentes representaciones semiéticas que se
encuentran en textos, tableros, cuadernos e interacciones de aula, y asignarlas al registro que las
produjo, descubrir su origen, la manera como ha sido producida, que supone entrar en la estructura
interna del registro y desde alli descubrir el “arbol genealogico” de la representacion semiotica.

Por lo tanto, no es posible analizar la representacion semidtica independientemente del registro que
la produce, dado que en la actividad matematica nos movemos entre la diversidad de registros de
representacion semiotica, que permiten la construccion de diversas representaciones semioticas; la
diferenciacién entre representante — representado, es decir, la forma y contenido de una




representacion semidtica y la coordinacion de registros de representacién semidtica, que posibilita
la conversién de las representaciones semiéticas (Duval, 1999, 2017).

5. Actores
(Poblacion, muestra, unidad de andlisis, unidad de trabajo, comunidad objetivo)

(caracterizar cada una de ellas)

El estudio se enfoco en el trabajo con nifios y nifias que se encontraran cursando quinto grado,
teniendo en cuenta que en el grado cuarto ya habian adquirido algunas nociones basicas de los
sistemas conceptuales de los racionales, en especial del concepto de fraccion pero para el grado
quinto se van incorporando otros sistemas conceptuales en la resolucion de problemas
matematicos con los racionales a través de sus representaciones y transformaciones semiéticas.

Participantes en el estudio

Se seleccionaron dos grupos del grado quinto de una institucion educativa publica de Manizales, el
primer grupo con 20 estudiantes y el segundo grupo con 26 estudiantes. Las edades de los nifios y
niflas se encuentran entre 10 y 13 afios, ambos grupos son mixtos pero con un porcentaje mayor
de nifios que de nifias; el estrato socioecondémico al que pertenecen los nifios y nifias esta entre el
1y el 3, todos los nifios y nifias viven con sus familias conformadas por 4 miembros en promedio.
Ademas de lo anterior, se encuentran en buen estado de salud y con condiciones escolares
adecuadas.

Al recoger la informacion derivada de las actividades realizadas por los 46 estudiantes del grado
quinto, se seleccionaron 6 estudiantes (3 estudiantes de cada grupo), con quienes se hizo el andlisis
final y por ello son considerados los participantes en el estudio.

Teniendo en cuenta que se realizaron varios pilotajes, en donde algunos de ellos fueron
desarrollados a partir de investigaciones previas, se presentan los estudiantes con los que
finalmente se selecciond la informacién relevante que corresponde a los datos sobre los cuales se
hizo el analisis y discusion.

De acuerdo con la pregunta de investigacion y los objetivos propuestos, después de haber recogido
toda la informacién en ambos grupos, se seleccionaron los datos teniendo en cuenta los siguientes
criterios de inclusion:

-La edad: se privilegiaron los datos de los nifios que se encontraban entre los 10 y los 13 afios
correspondiente a la edad establecida para los nifios que se encuentran en grado quinto, de tal
manera que no se contara con estudiantes extraedad. Se solicité ademas con el consentimiento
informado de la institucion y de los padres de familia.

-El nivel cognitivo: se indag6 con la maestra acerca de la historia académica de los nifios y nifias,
de tal manera que se pudiera constatar que atendia al momento evolutivo y a la edad y el grado de
tal manera que al momento de desarrollar las actividades propuestas no presentaran dificultades
relacionadas con el aprendizaje.

-El nivel de participacion de los nifios, asi como su disponibilidad para brindar informacién adicional
que permitiera constatar los procesos noetico-semidticos presentes en la actividad matematica.

-Se tuvo en cuenta en la seleccion de la informacion, el material que conté con mayores recursos
semiéticos empleados por los nifios y nifias, de tal manera que se pudieran evidenciar las




representaciones semioticas que producen e interpretan y las transformaciones semioticas que
ellos producen.

6. ldentificacién y definicion de los escenarios y contextos sociales en los que se
desarrolla la investigacién
(méximo 200 palabras)

Se realizaron cuatro sesiones (cada una de ellas con dos actividades), por espacio de dos meses
en ambos grupos, en donde se contd con una actividad semanal que se llevaba al aula habiendo
tenido una previa preparacion de la agenda con la maestra de tal manera que no se interfiriera en
las actividades escolares cotidianas. Las actividades propuestas fueron desarrolladas con los nifios
por un espacio de tres horas cada sesion.

La investigadora con apoyo de la maestra presentaba la actividad a los nifios y nifias, se daban las
instrucciones para su resolucién, se aclaraban las dudas que planteaban los estudiantes y se
procedia a observar su desempefio durante la ejecucion.

En algunos momentos de la realizacién de las actividades se hicieron algunos videos por
considerarlos necesarios para tener evidencias del tratamiento y la conversion de las
representaciones semidticas que realizan los nifios durante la actividad matematica, teniendo en
cuenta la necesidad de reconocer procesos cognitivos en el momento en el que ellos ocurren.

En algunos casos y después de haber revisado el material que proporcionaban los nifios, se requirio
la realizaciéon de algunas preguntas adicionales por parte de la investigadora que pudiera aclarar
algunas de las respuestas. Esta entrevista se realizd en un espacio diferente al aula ya que solo se
hizo con algunos estudiantes.

Atendiendo a las implicaciones éticas que conlleva la investigacion educativa, las actividades
propuestas se desarrollaron con la totalidad de los estudiantes de ambos grupos del grado quinto,
ya que se convierte en una experiencia de aprendizaje de la cual no podria excluirse a ningun
estudiante.

7. ldentificacion y definicibn de supuestos epistemoldgicos que respaldan la
investigacion
(maximo 500 palabras)

Debe extraer las ideas principales y parrafos sefialando el niumero de pagina

Al descomponer lo real e identificar un proceso, en este caso educativo, y mas concretamente, un
proceso didactico centrado en el aula de matematicas, se reconstruyen modelos que permiten
interpretar las teorias, dando lugar a la perspectiva epistemoldgica de la Teoria General de Modelos
y Teorias —TGMT—, (autores) entendiendo que las teorias formuladas en lenguaje articulado nos
van a permitir reconocer algunos aspectos derivados de desagregar la realidad, en este caso, el
proceso real del aprendizaje matemético, recortarlo hasta el numérico y seguir desagregando hasta
llegar al aprendizaje de los de los numeros racionales en estudiantes de 4° y de quinto grado de
bésica primaria. (p.15).

De acuerdo con Vasco (2014), la TGRI comienza desde antes de la TGPS y puede considerarse un
discurso intermedio que articula el flujo mental de las imagenes, modelos y pensamientos —TGMT—
con los procesos y las acciones que podamos realizar para orientarlos, detenerlos o acelerarlos —
TGPS—. En honor a Locke, Peirce y De Saussure, esta teoria se podria llamar “semiologia”,




“semidtica” o “sémica”, la cual se intenta sistematizar en una Teoria General de Representaciones
e Interpretaciones —TGRI—.(p.14)

Desde este planteamiento inicial, y después de intentar reconocer los procesos y subprocesos que
corresponden a la Teoria General de Procesos —TGP—, reinterpretada desde la Teoria General de
Sistemas —TGS—, Vasco (1995, 2014) se propuso configurar una Teoria General de Procesos y
Sistemas —TGPS—, partiendo de los procesos y subprocesos reales hacia los sistemas hipotéticos
que llamamos “modelos mentales”, los cuales, a su vez, representan parcialmente algunos de esos
procesos y subprocesos reales, y sobre los cuales se interpretan las teorias mentales por medio de
los morfismos de interpretacién, lo que nos sitla en la Teoria General de Modelos y Teorias —
TGMT—y en la Teoria General de Representaciones e Interpretaciones —TGRI—.(p.62)

Una cuarta y ultima distincion clave entre dos tipos de representaciones y dos tipos de semiosis es
necesaria para continuar. Para los investigadores que intentamos relacionar o enlazar las teorias
verbales orales y escritas y los dibujos y diagramas de los libros de texto o de los tableros y laminas
con los modelos mentales que construyen los nifios y nifias en los Ultimos afios de la Educacién
Béasica Primaria cuando aprenden a manejar los sistemas numéricos usuales, en particular sobre
los conjuntos de numeros racionales, se requiere otra fina distincion en una de las dos categorias
clave de la Teoria General de Representaciones e Interpretaciones —TGRI— que exige diferenciar,
entre todas las representaciones externas y publicas, aquellas que se producen consciente e
intencionalmente por un agente noético-semiotico con la intencion de expresar sus modelos y teorias
internas y privadas para intentar comunicarlas a otros, que llamaremos “expresiones”.(p.70)

8. Identificacion y definicion del enfoque teérico ( maximo 500 palabras)
Debe extraer las ideas principales y parrafos sefialando el numero de péagina, sefalar
principales autores consultados

Los sistemas conceptuales de los nimeros racionales

La ensefanzay el aprendizaje de los sistemas huméricos llamados nimeros racionales, ha sido una
preocupacion latente, y vigente en la Didactica de las Matematicas debido a las dificultades para
lograr su aprendizaje y comprension (Kieren, 1980; Behr; Lest; Post & Silver, 1983; Freudenthal,
1983; Vergnaud, 1983; Nesher, 1985; Vasco, 1994; Adjiaje, 1999; Obando, 2003, 2013; Ponton,
2008, 2012; Fandifio, 2009).

De acuerdo con el recorrido teérico llevado a cabo en el estudio, se pudo concluir:

- Kieren sugiere que la construccion del concepto de nimero racional debe estar compuesta
de cinco subconstructos: medida, cociente, razdn numérica, operador multiplicativo y relacion parte-
todo (1983), posteriormente Ohlsson (1988) reconoce los subconstructos de Kieren pero asume que
para lograr su aprendizaje debe estudiarse la relacion entre ellos, asignandoles una estructura
global.

- Tanto para Best, Post y Silver (1983); Nesher (1988); Freudenthal (1983); Vergnaud (1983);
Ohlsson (1988); Vasco (1994) y Fandifio (2009), en la construccion del concepto de numero racional
es reiterativo el operador multiplicativo.

- La fraccion como relacion parte-todo ha predominado en los procesos de ensefianza de los
racionales heredado de la afirmacién de Kieren, cuando afirma que para la construccién del numero
racional se requiere que los aprendices se dediquen a la realizacion de actividades fisicas o




mentales en las que se pueda asociar ‘a/b’ (Kieren, 1983), lo que ha llevado a un excesivo uso del
partidor fisico como constructo central (Vasco, 1994; Fandifio, 2009).

Posterior a este andlisis de los modelos y teorias en torno a los racionales, se construye el siguiente
modelo que parte de los presupuestos y constructos que propone Kieren (1983), las islas del modelo
del archipiélago fraccionario de Vasco (1994) que consideramos los sistemas conceptuales y la
perspectiva noética y semidtica de las fracciones que expone Fandifio (2009).

El modelo parte de la consideracion de un constructo central, que es el Sistema Operador (o
Transformador), al reconocer que en los racionales siempre hay un nuevo tipo de cantidad operativa
0 numero activo, que actla sobre otra cantidad bien sea para achicarla, agrandarla, o empujarla.

Al descomponer el Sistema Operador en sus elementos, relaciones y operaciones y, de acuerdo con
los mecanismos constructivos propuestos por Kieren: particibn y equivalencia, fue posible
aproximarnos a reconocer que del sistema operador surgen otros sistemas conceptuales como el
operador partidor y el operador medidor que también son reconocidos como otras islas en el modelo
del archipiélago fraccionario (Vasco, 1994).

El Sistema Operador Partidor, que ha sido tradicionalmente el mas reconocido por los estudiantes
ya que da inicio al aprendizaje de los racionales y su importancia en la construccion del concepto de
fraccionario; la particion “en partes iguales” y la representacion mas comunmente empleada que es
‘a/b’, leido como a b-avos.

Finalmente el Sistema Razén, que permite hacer explicito el sentido de la relacién entre dos
magnitudes geométricas como longitud, area y volumen (Fandifio, 2009) o entre dos cantidades.

La Semidtica en el aprendizaje de los racionales

La semidtica y su incursion en la Did4ctica de las Matematicas empieza a reconocerse de manera
explicita desde mediados de los afios 90, con Duval (1995/1999); Radford (1997; Saénz-Ludlow
(1997) con los juegos de interpretacion de Peirce; y Juan Diaz-Godino (2003) con el enfoque onto-
semiédtico — EOS.

Posteriormente la publicacion del Educational Studies in Mathematics, en su edicién especial del
2006, junto con la publicacién de la Revista Latinoamericana de Matemética Educativa, publicado
también en el afio 2006, marcaron un hito en esta linea de investigacion (Otte; Saenz-Ludlow;
Radford; Ernest; DuvallL; Presmeg, 2006) que se recoge y consolida en el texto Semiética en la
Didactica de la Matematica (D’Amore; Fandifio; lori, 2013).

En este estudio y para expresar e interpretar las teorias de los racionales en los modelos, la
perspectiva semidtica se precisa con los aportes de Duval (1995/99, 2004, 2006a, 2006b, 2017)
desde los siguientes postulados que se expresan en su teoria noético-semiética:

v El reconocimiento y la distincion entre los registros semiéticos y las representaciones
semiéticas; los registros semibticos son los sistemas productores de las representaciones
semidticas que se ponen en escena durante la actividad matemética por medio de las
representaciones semioticas.

v El reconocimiento y la distincion entre as representaciones semidticas que se producen, se
potencian las actividades cognitivas de transformacion de las representaciones semiéticas, que son
de dos tipos: los tratamientos cuando se presentan dentro de un mismo registro y las conversiones
cuando ocurren entre dos registros.




v La diferenciacion de la semiosis expresiva o proyectiva de la semiosis interpretativa o
inyectiva dado que, al analizar la actividad matematica, la distincion entre la expresién de una
representacion - al intentar comunicar un modelo mental a otros -, de la interpretacion de una
representacion - al tratar de interpretarla para reconstruir los modelos mentales de quien la produjo
-; N0OS permite reconocer las demandas cognitivas en cada una de ellas.

0 La necesidad de mantener en primer plano la distincion entre el objeto matematico de Duval
gue para este estudio corresponde a los sistemas conceptuales del niamero racional con sus
componentes, relaciones y operaciones y sus distintas representaciones semioticas, que no habia
sido considerada de manera explicita en los modelos y teorias existentes sobre los racionales.

9. lIdentificacion y definicién del disefio metodolégico (maximo 500 palabras)
Debe extraer las ideas principales y parrafos sefialando el nUmero de pagina

Dada la pretension del estudio y el enfoque de teorias y modelos (Vasco, 2013), se acoge una
perspectiva cualitativa comprensiva en tanto se hace un ejercicio inferencial que parte de la
produccién e interpretacion de las representaciones semioéticas y sus transformaciones que realizan
los nifios de quinto grado en la actividad matematica que despliegan en un entorno natural de aula.

La reconstruccion de los aspectos de los modelos mentales sobre los racionales no se hace desde
una légica deductiva aunque se cuente con categorias iniciales de andlisis que se construyeron a
partir de inferir los aspectos de los modelos y las teorias propuestas por autores y maestros.

El ejercicio inductivo que se tuvo en cuenta en el andlisis permiti6 emerger de los datos, aquellos
aspectos de los modelos mentales que se hacen presentes en la produccion e interpretacion de
representaciones semigticas y en las transformaciones semiéticas que realizan los nifios de quinto
grado.

Por lo tanto, no se trata de comprobar hip6tesis o validar las teorias existentes, sino aportar a la
comprension que poseen los nifios de los sistemas conceptuales de los racionales, adoptando una
perspectiva noético-semiética como recurso analitico.

El proceso metodoldgico llevado a cabo va de la teoria publicamente accesible de los nimeros
racionales —como asumimos que estaria interpretada en los modelos mentales estaticos y
dindmicos que les atribuimos a la comunidad cientifica de la Didactica de las Mateméticas, los
autores de los libros de texto y a los docentes—hacia los modelos mentales estaticos y dinamicos
gue construyen los alumnos a partir de las representaciones publicas producidas por ellos mismos
en distintos registros semiéticos como el lenguaje natural verbal oral y escrito, el lenguaje técnico-
simbdlico de la aritmética escolar o en otros registros gestuales y gréficos.

10. Identificacion y definicion de los principales hallazqos (empiricos y teéricos)
(maximo 800 palabras)

Debe extraer las ideas principales y parrafos sefialando el nimero de pégina

Teniendo en cuenta el objetivo del estudio, que fue comprender los modelos mentales sobre los
nameros racionales que poseen los nifios y nifias de quinto grado, es necesario precisar que dichos
modelos se manifestaron de manera parcial en las representaciones semidticas expresivas
producidas por ellos a través de algunos registros semiéticos que reconocen y emplean, con el fin
de comunicar algunos rasgos del modelo mental que activaron para resolver problemas y responder




a las preguntas propuestas por la docente y la investigadora. Ademas, aun sin pretenderlo, los nifios
dan algunas pistas de los procesos de interpretacion de algunas de las representaciones semiéticas
externas y publicas que se les proponen en la clase; también dan pistas sobre los procesos de
calculo mental apoyados en tratamientos y conversiones de esas representaciones semiobticas
mentales, privadas e internas, para obtener una respuesta verbalizada de manera oral o escrita o
escrita a las tareas y preguntas derivadas de la actividad matemética propuesta.(p.201)

Al interpretar los modelos y teorias de los matematicos, tal como se presentaron en el marco tedrico,
el operador ha sido considerado como uno de los constructos principales por Kieren (1983); como
transformador por Nesher (1985) y, como operador multiplicativo por Behr, Post & Silver (1983).
Vergnaud (1983) y Ohlsson (1988), y también Freudenthal (1983), le otorgan mayor importancia
cuando afirman que el operador esta presente en la construccion de todos los sistemas numéricos,
no solo los sistemas de numeros racionales.

Con el fin de refinar la categoria de operador, fue necesario acudir al modelo del archipiélago
fraccionario expuesto por Vasco (1994), en donde se utiliza la metafora de que los operadores
activos (achicadores y agrandadores) son animalitos que viven en la isla de los operadores, la cual
representa la isla principal del archipiélago, desde la cual se pueden construir con naturalidad
puentes hacia la comprension de las otras islas, las de los partidores, de los medidores y de las
razones. (p.202)

Los puentes entre los operadores y su cercania con los partidores se hacen evidentes, tanto en la
particion fisica concreta, cuando el operador indica la divisién de la unidad en partes iguales sin
tener en cuenta a qué corresponde la igualdad (“4iguales de qué?”), como en la particion geométrica
intuitiva, en donde la unidad es relativa a la magnitud que se quiere medir, prestando atencion al
sistema de medida, lo que facilita el acercamiento a la particion mateméatica abstracta que lleva a la
comprension de los operadores como medidores cuando se logra reconocer cuando operan sobre
cantidades de alguna magnitud especifica, generalmente la longitud o el area; finalmente, de manera
indirecta, los operadores ayudan a comprender mejor las razones, entendiendo la razén como
relacién estatica entre dos niumeros o dos cantidades que estan en una situacion de proporcionalidad
directa o inversa, pues esa razén se da precisamente porque los dos nimeros o las dos cantidades
relacionadas se pueden obtener una de la otra por medio de uno de los dos operadores de una
pareja de inversos achicador/agrandador.(p.203)

El operador es el aspecto dindmico del modelo del sistema partidor que actia sobre una cantidad
gue corresponde a una hoja, para convertirla en dos mitades, en donde, al hablar de las dos mitades
se hace alusion al partidor fisico y no al partidor matematico, el cual supone la division de la unidad
en partes equitativas o equivalentes, atendiendo a una misma dimension, que para estos casos
suele ser la longitud de un borde de la pagina o el area de la misma. En este caso, el operador
partidor (fisico) se presenta en el nifio por imitacion de las acciones de romper o partir la hoja
realizadas por el maestro, lo que dificulta —o0 adn impide— la conceptualizacion del partidor
matematico. A esa conceptualizacién solo se tiene una posibilidad de aproximacion desde el
operador partidor geométrico en el registro grafico, por el uso del recurso semiético de las formas
geométricas (como lineas rectas y los rectangulos), el cual permite avanzar en la produccion de
representaciones publicas que reflejen la actividad mental de construir un partidor matemético a
partir de los partidores geométricos que representan los partidores fisicos (p.209)




11. Observaciones hechas por los autores de la ficha
(Esta casilla es fundamental para la configuracion de las conclusiones del proceso de
sistematizacion)

No se cuenta con observaciones relevantes para ser consideradas en este apartado.
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Resumen

El presente estudio centra su interés en analizar el aprendizaje de los nUmeros racionales en
estudiantes de quinto grado de basica primaria; para ello se sitla en la perspectiva ontologica de
la Teoria General de Procesos y Sistemas - TGPS-; se adopta la Teoria General de Modelos y
Teorias — TGMT- como apuesta metodologica y la Teoria General de Representaciones e

Interpretaciones - TGRI - como perspectiva semidtica desde lo propuesto por Vasco (1995, 2014).

Para su abordaje metodoldgico, se adopta el enfoque noético-semidtico proporcionado por
la teoria de Duval (1995/99; 2017), que permitio diferenciar, por un lado, los objetos matematicos
llamados “niimeros racionales positivos” o “fraccionarios” que construyen los nifios y los sistemas
conceptuales en los que los ubican, con su estructura y su dindmica, que podemos considerar como
los invariantes noéticos de las distintas representaciones semidticas, y, por otro, las
representaciones semioéticas producidas por los distintos registros semidticos que hacen posible a
cada estudiante la interpretacion de las representaciones semioticas ya producidas por otros o por
ellos mismos, la expresion de sus propios modelos mentales por medio de la produccion de nuevas
representaciones semiodticas y las transformaciones (tratamientos y conversiones) que ellos

mismos efectlian sobre sus propias representaciones recientemente producidas.

Se parte inicialmente de cuatro sistemas conceptuales de nimeros racionales ya ampliamente
documentados en la literatura: el sistema partidor (basado en las relaciones entre parte y todo), el
sistema operador (basado en las operaciones de ampliacion y reduccion), el sistema relator (basado

en la razon multiplicativa entre dos cantidades de distintas magnitudes) y el sistema medidor



(basado en las expresiones numericas resultantes de medir una cantidad dada utilizando una unidad

de medida).

Los resultados del estudio nos permitieron reconocer en cuanto a los aspectos conceptuales,
que en los modelos mentales de los nifios entrevistados, el sistema operador es el mas potente para
estructurar el grupo multiplicativo de los nimeros racionales positivos, seguido de un sistema
partidor fisico y otro matematico, con sus diferencias en torno a la igualdad de las partes como
condicion de particion, los cuales parecen estructurar mejor el semigrupo aditivo de los nimeros
racionales positivos, y que, al menos en el pequefio grupo estudiado, el sistema relator y el medidor
aparecen muy pocas veces, y cuando lo hacen, parecen referirse a razones o medidas Unicamente

entre nimeros naturales, no propiamente entre numeros racionales.

En cuanto a los aspectos semiéticos, se pudo comprobar que por parte de los estudiantes
se dan procesos diferenciados de semiosis interpretativas y de semiosis expresivas y que las
dificultades de lectura y de escritura que presentan los estudiantes, asi como los obstaculos a la
comunicacion entre los maestros y los alumnos, y entre los alumnos entre si, ocurren con mucha
frecuencia no tanto por confusiones conceptuales sino por la poca precision consciente que se tiene
por parte de los maestros, de los autores de libros de texto escolar y de los estudiantes mismos
acerca de la distincion entre los objetos representados y sus representaciones semidticas, entre los
distintos registros semidticos como sistemas productores de representaciones semiéticas muy
diferentes y por las dificultades de interpretacion de los simbolos de elementos, relaciones y
operaciones propios de cada registro semiotico de representacion y del tipo de sistema conceptual

que se pretende representar.



CAPITULO |. PROBLEMATIZACION

1.1 Consideraciones Ontoldgica, Epistemoldgica y Semiotica del estudio

1.1.1 Perspectiva Ontoldgica

Cuando nos acercamos a un proceso investigativo, la primera preocupacion estd en
identificar el problema que permite plantearnos la pregunta de investigacion, que necesariamente
surge de la comprension que tenemos del mundo y los procesos que en el ocurren, con los que

construimos nuestros modelos mentales e interpretamos los modelos mentales de otros.

En ese acercamiento nos damos cuenta que, asi como en nuestra mente ocurren procesos de
pensamiento (0 noéticos) que podemos llamar individuales, mentales, internos, subjetivos,
privados o psiquicos, en la mayoria de las ocasiones no somos conscientes de lo que pensamos y

de la percepcion que tenemos del mundo.

De igual manera ocurre “afuera”, en donde los procesos bien sea externos fisicos-publicos-
sociales, son complejos, presentan discontinuidades y rupturas, debido a la opacidad de los
procesos sociales, de los que solo podemos decir que son espacio-temporales y dinamicos; estos
procesos interactlan con los procesos internos con la mediacion de procesos comunicativos, y es
en esa interaccion en donde insistentemente estamos buscando comprenderlos, reaccionar ante
ellos o explicarlos. En esa experiencia del actuar, de la accién o actividad, en la que tomamos

conciencia, podemos representarlos y por lo tanto reconocemos que son noéetico-semioticos.



Al intentar explicitar qué es un proceso, no es posible hacerlo verbalmente, debido al caracter
complejo, dinamico y a su naturaleza opaca, de tal manera que toda definicion se queda corta y

por ello parece que no hay buenos sinénimos de “proceso”.

Cuando logramos recortar un subproceso de corta duracion que esté enmarcado por fronteras
espaciales cercanas, intentamos formarnos al menos un modelo mental aproximado y analégico
del mismo, que corresponde para este estudio, a la perspectiva ontoldgica de la Teoria General de

Procesos y Sistemas —TGPS—, que para el caso de esta tesis se asume desde Vasco (2014).

Desde esta perspectiva, se considera que lo que en realidad existe “alla afuera” y “aqui
dentro” en la mente, son muchisimos procesos y subprocesos entrelazados que parecen escapar a
nuestro control, pero que podemos representarlos. Algunos de los de “alla afuera” por medio de
modelos mentales simplificados “aqui dentro” que, a su vez, son Sistemas analizables en el
conjunto de sus componentes o elementos (su sustrato), la red de relaciones o vinculos que los
articulan (su estructura) y las transformaciones u operaciones que nos permiten imaginarnos cémo

seguirian evolucionando (su dinamica); segln Vasco, Escobedo, Ledn & Negret, (1995).

En el presente estudio se analiza un segmento del aprendizaje de la matematica en la
Educacion Basica Primaria, en este caso, el aprendizaje de los nimeros racionales en el grado
quinto, para ello, nos ubicamos en la TGP —Teoria General de Procesos— que, con la Teoria
General de Sistemas — TGS —, nos permite entender los procesos con la ayuda de la construccion
mental de sistemas que se representan, a partir de la Teoria General de Procesos y Sistemas —

TGPS—y corresponden con la perspectiva ontoldgica asumida.

En esa “parcela” de lo real, que da origen al problema de investigacion en la Didactica de la

Matemaética, se requiere hacer “zoom” a los procesos del aula de matematicas, los espacios de



aprendizaje y a la presencia continua de la semidtica, que tal como lo manifiesta D’ Amore (2015),
todos estos factores son el punto de partida del problema del aula y por consiguiente de los

procesos de investigacion.

1.1.2 Perspectiva epistemoldgica

Al descomponer lo real e identificar un proceso, en este caso educativo, y mas
concretamente, un proceso didactico centrado en el aula de matemaéticas, permanentemente se
reconstruyen modelos que permiten interpretar las teorias, enfocando este estudio en la perspectiva
epistemoldgica de la Teoria General de Modelos y Teorias —TGMT—, entendiendo que las
teorias formuladas en lenguaje articulado van a permitir reconocer algunos procesos que se derivan

de desagregar la realidad.

En este caso, el proceso de desagregar la realidad, se refiere al proceso del aprendizaje
matematico, que se va recortando hasta llegar a los sistemas numéricos para seguir desagregando
hasta el aprendizaje de los numeros racionales y especificamente su construccion en estudiantes

de quinto grado de basica primaria.

Desde esta perspectiva epistemoldgica, las teorias no son ni verdaderas ni falsas, sino que
corresponden a la interpretacion subjetiva en un modelo mental, que en este caso es el de cada uno
de los maestros en sus modelos publicos y privados o de los modelos privados de cada uno de los

nifios de quinto grado.

En tal sentido, los modelos mentales publicos se reconocen como los sistemas conceptuales
de los nimeros racionales que se expresan en las teorias matematicas; en las teorias de los

investigadores en Didactica de las Matematicas, en los modelos que expresan los autores en los



libros de texto y en los discursos orales y escritos de los maestros, y que asumimos (si tuvo éxito

el aprendizaje) sean también los modelos mentales construidos por los nifios.

En cuanto a las teorias, ellas también son sistemas linguisticos que configuramos para hablar
y escribir sobre nuestros modelos mentales privados en un lenguaje publico que acompafia el
transito entre los sistemas de la TGPS y la TGMT con las formas de expresar e interpretar los
modelos de los investigadores, maestros, autores de libros de texto y los modelos mentales de
nifios y nifias, lo que requiere en este caso de la Teoria General de Representaciones e

Interpretaciones —TGRI— Y su perspectiva semidtica para interpretarlos.
1.1.3 Perspectiva semidtica

De acuerdo con Vasco (2014), la TGRI comienza desde antes de la TGPS y puede
considerarse un discurso intermedio que articula el flujo mental de las imagenes, modelos y
pensamientos —TGMT— con los procesos y las acciones que podamos realizar para orientarlos,

detenerlos o acelerarlos — TGPS—.

En honor a Locke, Peirce y De Saussure, esta teoria se podria llamar “semiologia”,
“semidtica” o “sémica”, la cual se intenta sistematizar en una Teoria General de Representaciones

e Interpretaciones —TGRI— desde la perspectiva epistemoldgica adoptada en este estudio.

La semidtica como disciplina cientifica se ha ido movilizando en diferentes tradiciones; con
Frege (s.f), desde la estructura del concepto; en Ferdinand de Saussure (1857-1913), que le da
origen a la ciencia de los signos: la semiologiay, principalmente, en la tradicion peirceana, iniciada
por Charles Sanders Peirce (1839-1914), fundador de la semidtica moderna. En estas tres
tradiciones se fundamenta la teoria de los signos que, para Frege, se componia de sentido y el

referente (sin und beteudung); en De Saussure, el modelo del signo es el resultado de la



combinacion del significante o imagen mental acuUstica, escrita 0 bajo forma de dibujo y el
significado o concepto, mientras que Peirce considera que para interpretar el signo, se requiere de
la parte material, el representamen que se refiere a ese algo que esta en representacion de algo que
es el objeto y de un interpretante, que se deriva de la relacion entre representamen y objeto. El
reconocimiento de la estructura del signo fue evolucionando al pasar de ser diadico a triadico y al

involucrar expresiones lingisticas y no linguisticas (D" Amore, Fandifio & lori, 2013).

Para la Didactica de las Matematicas, la semidtica empieza a reconocerse de manera explicita
desde mediados de los afios 90, cuando Duval (1999) afirma que en la construccién de los objetos
matematicos se requiere de su representacion simbdlica para ser accesibles y por consiguiente para

lograr su comprension.,

Con la incursion de la semid6tica que inicia con Duval (1995/99) quien propone un enfoque
noético-semiotico; surge la semidtica cultural que propone Luis Radford (1997; también en
Adalira Saénz-Ludlow (1997) con los juegos de interpretacion de Peirce; y con Juan Diaz-Godino

(2003) con el enfogque ontosemidtico — EQS -.

En este estudio en particular, para expresar e interpretar las teorias en los modelos, la
perspectiva semidtica se precisa con los aportes de Duval (1995/99, 2004, 2006a, 2006b, 2017)

desde los siguientes aspectos que se expresan en su teoria noético-semiotica:

- En el reconocimiento y la distincion entre los registros semidticos y las representaciones
semidticas; los registros semidticos son los sistemas productores de las representaciones
semidticas que se ponen en escena durante la actividad matematica por medio de las

representaciones semiéticas.



- En el reconocimiento y la distincion entre los registros semioticos y las representaciones
semidticas que se producen, se potencian las actividades cognitivas de transformacion de
las representaciones semidticas, que son de dos tipos: los tratamientos cuando se presentan
dentro de un mismo registro y las conversiones cuando ocurren entre dos registros.

- Se distingue, ademas de los dos aspectos anteriores, la semiosis expresiva o proyectiva de
la semiosis interpretativa o inyectival, debido a la necesidad que se tiene en la actividad
matematica de diferenciar la expresion de una representacion - al intentar comunicar un
modelo mental a otros - de la interpretacion de una representacion - al tratar de interpretarla
para reconstruir los modelos mentales de quien la produjo -; accion que la puede hacer un
autor de libro de texto, un docente de matematicas o un estudiante, todos ellos considerados

agentes noético-semidticos.

En la relacién entre pensamiento y lenguaje que acoge Duval, al intentar definir el «agente
noético-semiotico» se enfatiza en la accién o actividad del agente humano, desde la noesis como
los actos de pensamiento y la semiosis como la expresion e interpretacion de los sistemas
simbdlicos que representan los actos de pensamiento.

El papel del agente noético-semio6tico en la construccién cognitiva de los objetos
matematicos inicia con el contacto que se tiene con ellos a partir de la identificacion de la
representacion al interior de un registro semiotico o la seleccion de un registro semiotico que

permita producir una representacion.

1 si bien Duval distingue claramente la actividad de reconocimiento e interpretacion previa a los dos tipos de
transformaciones (tratamientos y conversiones), que denomina “actividades de interpretacion, hermenéutica o
reconocimiento de los componentes significativos de la representacidn semiética”, para Vasco se refieren a la
“semiosis interpretativa o inyectiva”, de fuera hacia adentro, y la actividad de semiosis expresiva, productiva o
proyectiva de dentro del modelo mental hacia afuera, hacia las representaciones semidticas publicas. Es
importante aclarar que Duval hace referencia con mayor frecuencia a la expresiva.



1.2 Contexto Tedrico de la investigacidn

1.2.1 Desde la Didéactica de las Matematicas

La Didéactica de las Matematicas como disciplina cientifica nace en Francia en la mitad de
los anos *70, derivada de los trabajos realizados por Guy Brousseau y ha tenido una evolucion
histdrica rapida, de acuerdo con lo que propone D’Amore (1999) que parte desde una Didactica
“A”, centrada en los procesos de ensefianza, pasando por la Didactica “B”, que focaliza su atencion
en los procesos de aprendizaje y que va avanzando hacia una Didactica “C”, en donde el sujeto de
estudio ya no es el estudiante sino el pensamiento y los modelos mentales del docente que le

permiten crear las situaciones de aula para promover el aprendizaje de sus estudiantes.

Ampliando lo planteado por D’ Amore (1999), la Didactica “A”, como “ars docendi”, que se
ubica entre los afios 1950 y 1980, se centraba en las practicas relacionadas con la ensefianza de la
matematica, las preguntas y cuestionamientos que se hacian los autores en torno a la ensefianza,
campo de investigacion que aun perdura en algunos investigadores y que responden a preguntas

sobre qué ensefar, cuando y como.

Tanto en Brousseau (1986) como en D’Amore (1999, 2001), la teoria de 1as situaciones
didacticas plantea que en el aula de clase se proponen situaciones en donde la intervencién en el
aprendizaje del estudiante se hace de manera explicita e intencional y comprende tanto las
actividades de aprendizaje que propone el docente como también las llamadas “situaciones a-
didacticas”, que se reconocen como aquellas situaciones que pretenden implicar a los estudiantes
en el proceso de su propio aprendizaje sin que este trabajo esté mediado de manera directa e

intencional por el maestro.



La Didactica “B” o epistemologia del aprendizaje de la matematica tiene por objeto de
estudio el aprendizaje de la matematica. La transicion entre la “A” y la “B” surge en entre las
décadas del 80 y 90, en un largo proceso que se describe en el articulo publicado por Brousseau
sobre la Teoria de las Situaciones Didacticas y se retoma en el triangulo de la didéactica,
entendiendo “situacion” como el modelo de interaccion entre un sujeto y un medio determinado,
y se llama “didactica” en cuanto permite comprender las interacciones entre alumnos, docentes y
saberes matematicos que se dan en una clase, que condicionan el qué y como aprenden (Brousseau,

1986; D’ Amore & Fandifio, 2002).

Al analizar el lugar de la teoria semidtica de Duval en la Didactica de las Matematicas, se
puede considerar que al poner el énfasis de ésta en las dificultades de la comprension matematica
derivadas de la confusion entre los objetos matematicos y su representacion, se alude a la
epistemologia del aprendizaje matematico y es por ello que se presume que se encuentra en la

Didactica “B”, desde su objeto de estudio y analisis.

Con la precision anterior, y desde los intereses de la investigadora, el presente estudio se
ubica en la didactica “B”, partiendo de la comprensién de la actividad mateméatica como un tipo
especial de actividad noético-semidtica, a partir del reconocimiento de los sistemas de
representacion semiotica (los registros semiéticos como sistemas productores de representaciones
y las representaciones semidticas como sistemas de signos y simbolos producidos en los registros),
asi como de la transformacion de las representaciones semidticas que permiten el acceso a los
objetos matematicos, definidos desde Chevallard (1991) como un sistema de praxis en donde se

manipulan objetos materiales que se descomponen en diferentes registros semioticos.

1.2.2 Desde los procesos de investigacion sobre las transformaciones semiéticas realizados por

la investigadora



Al analizar el conocimiento de los nimeros racionales que se inicia en el cuarto grado de la
bésica primaria, se puede reconocer que, si bien se cuenta con un acercamiento desde los recursos
que brindan los materiales concretos y ademas se contintian haciendo acercamientos en los grados
siguientes, las dificultades en el manejo de los racionales persisten inclusive hasta la educacion

superior.

En los estudios en los que participd la investigadora, que se presentan a continuacion, se
confirman las dificultades de comprension que presentan los nimeros racionales derivados en
parte por la diversidad de representaciones semiéticas que permiten expresar e interpretar este

objeto matematico.

Tal es caso de la investigacion titulada “La clase multimodal: Formacion y evolucion de
conceptos cientificos” (Vasco, Tamayo, Suarez, Garcia & otros, 2007), desde dos referentes: la
inclusion de nuevas tecnologias de la informacién y la comunicacién en los procesos didacticos
para lograr la evolucion de los conceptos cientificos en el aula de ciencias y matematicas y un
segundo referente acerca de los maltiples lenguajes empleados en los procesos de ensefianza y

aprendizaje.

Respecto al primer referente, el analisis del empleo de las TIC se centrd en la inclusion,
estudio y disefio de ambientes de aprendizaje que propiciaran la construccion de diferentes
sistemas de representacion de los conceptos ensefiados y, en cuanto a la perspectiva multimodal,
el foco de interés fue el reconocimiento de la calidad del aprendizaje de los conceptos cientificos
cuando convergen diferentes lenguajes, modalidades sensoriales y artificiales, tratando de ir mas
alla del empleo tradicional del lenguaje oral y escrito que histéricamente ha predominado en la

formacion de conceptos.



En este ejercicio investigativo, al construir una unidad didactica en torno al aprendizaje de
los numeros racionales, se pudo constatar que el empleo de diversas representaciones ofrece a los
estudiantes nuevos recursos para reconocer el objeto matematico nimero racional en diferentes
registros semidticos y por consiguiente, en la produccion de diversas representaciones semioticas

y sus transformaciones.

Posteriormente, y con el interés en la teoria de los registros de representacion semiotica de
Duval, adoptado en el proyecto de multimodalidad, se acompafiaron dos procesos investigativos;
el primero de ellos se titulo: “Las representaciones semidticas que poseen los nifios antes de
acercarse al concepto de nimero racional en el contexto escolar” (Campuzano y Garcia, 2008), en
este trabajo se pudo reconocer que los nifios desde edades tempranas resuelven situaciones
problema con la nocion parte-todo desde la forma y sin atender a la magnitud y, ademas, que
poseen un concepto o nocion intuitiva de razon a partir del reconocimiento del todo en relacién

con sus partes.

Desde la investigacion titulada: “Concepciones que poseen los estudiantes universitarios del
nUmero racional” (Aponte y Garcia, 2008), se logro concluir que el estudio de las representaciones
semioticas puede ser un recurso metodoldgico para indagar los conceptos matematicos adquiridos,
de igual manera se pudo constatar que los estudiantes universitarios continan abordando los
nameros racionales desde el conteo y la particion y no desde la medida, lo que genera obstaculos

para su comprension y transferencia a otros conocimientos.

Al continuar con la revision de la teoria de Duval, surgieron nuevas preguntas de
investigacion centradas en el analisis de los procesos de tratamiento y conversion de las

representaciones semioticas a partir del disefio de unidades didacticas sobre el concepto de Funcion



Lineal (Garcia & Ospina, 2012); Teorema de Pitagoras (Garcia & Osorio, 2013) y Funciones

Cuadraticas (Gonzélez & Garcia, 2015).

Los resultados de estas investigaciones coincidieron en reconocer la importancia de analizar
la vinculacion de manera explicita en el aula de mateméticas de los diferentes registros de
representacion de tal manera que se pueda lograr mayores niveles de congruencia entre ellos y asi
permitir que el estudiante identifique el invariante en el tratamiento y en la conversién y por

consiguiente se logre s aprendizaje.

Actualmente se han venido explorando otros recursos semidticos y su potencia para
favorecer los procesos de tratamiento y conversion de representaciones semidticas a partir de un
proceso de experimentacion con material didactico en el disefio de unidades didacticas, en este
caso del concepto de tridngulo con el empleo del material concreto y registro figural para producir
representaciones que permitieran la comprension de este objeto matematico por parte de los

estudiantes (Tabares & Garcia, 2017).

También surgieron dos trabajos de investigacion en el contexto de estudios de maestria
vinculando la Lengua de Sefias Colombiana (LSC), como registro lengua natural en nifios sordos
y las dificultades de conversidn que presentan los no oyentes desde la lengua de sefias al registro

oral y escrito.

Estas busquedas investigativas con una intencionalidad comprensiva han permitido el
acercamiento a los registros semioticos, representaciones semidticas y objetos matematicos que
permitieron confirmar las posibilidades de comprension que la semidtica como campo emergente

de la Didactica de las Matematicas ofrece en el aprendizaje de los conceptos matematicos.



En los trabajos de investigacion realizados, no se revisé de manera explicita la relacion entre
noesis y semiosis, pero si se pudo evidenciar la heterogeneidad semiotica, reconocida también
como la multiplicidad semidtica que presenta la matematica en la riqueza y amplitud de los

registros semidticos con los que se cuenta para acceder a los conceptos matematicos.

De igual manera se puede afirmar desde esta perspectiva semiotica, que las dificultades para
lograr el aprendizaje de las matemaéticas estan determinadas por la ausencia de multiplicidad de
registros semidticos, asi como el uso indiscriminado que se hace en el aula de matematicas de los
diferentes registros, sin que sean reconocidos desde su estructura y reglas de conformidad para
producir las representaciones semioticas tanto desde su interpretacion como desde su produccion

de manera consciente por maestros y estudiantes durante la actividad matematica.



1.3 Planteamiento del Problema

“Movimiento del modelo inicial a un viaje

por la teoria para construir el propio modelo... ”(Vasco, 2018)

Siguiendo las consideraciones generales sobre las cuales se fundamenta el problema de
investigacion, se adopta una perspectiva ontoldgica, que desde la TGPS se presume que inicia en
el paso de la Didactica “A” a la Didactica “B”, por medio de la teoria de las situaciones didacticas
y a-didacticas, ya que para el presente estudio explora la interaccion de los nifios con los conceptos
matematicos mediante una intervencion directa del docente que crea las condiciones que los
conduzca a ‘hacer’ matematica, a utilizarla o a inventarla sin la influencia de problemas oportunos

que en términos de Brousseau se refiere a “buenos problemas”.

En cuanto a la perspectiva epistemoldgica, el estudio se ubica en la comprension de la
actividad matematica con situaciones relacionadas con nimeros racionales, que para interpretar o

expresar los modelos se requiere de una perspectiva semiotica.

Por lo tanto, en este estudio y dada la apuesta metodoldgica, se pretende reconstruir los
modelos sobre los cuales los nifios en este caso de quinto grado, responden ante problemas

escolares y cotidianos relacionados con los nimeros racionales.

Conjugando los aspectos ontoldgicos, epistemoldgicos y semidticos que fundamentan este
estudio, se presenta el trayecto que siguio la pregunta de investigacion que siempre estuvo centrada

de manera intencional en el analisis de los procesos de aprendizaje.

La primera pregunta que orientd los momentos iniciales del proyecto:



¢ Como construyen el objeto matematico numero racional, los estudiantes de quinto grado?

Al intentar dar respuesta a esta pregunta, surge un nuevo interrogante en torno a lo que
significa “construir” un objeto matematico que sugiere pensar en configurar, reconfigurar,
manejar, formular, reformular, saber interpretar diagramas y teorias, saber configurar y
reconfigurar iméagenes y modelos mentales, saber manejar mentalmente y simbdlicamente los
modelos, y saber trazar diagramas y formular teorias. Es entonces cuando se reconoce que en la
TGMT, para construir un concepto, el agente-noético acude a los modelos entendidos (de manera

intuitiva) como sistemas desde sus tres aspectos: componentes, relaciones y operaciones.

Sin embargo, sin un ejercicio consciente desde la TGRI, cuando nos preguntamos por la
construccion del objeto mateméatico nimero racional, desde sus representaciones semidticas, se
requiere pensar en los recursos para interpretarlo y expresarlo que en la teoria de Duval, pone en

escena los registros semioticos; lo que suscitd una nueva pregunta:

¢, Cudles son los Registros de Representacidn semidtica que emplean en la construccion del

objeto matematico nimero racional, los estudiantes de quinto grado?

Al interior de esta pregunta surge la duda al considerar el objeto matematico unitario o
singular o por el contrario, si se esta hablando de un objeto plural, compuesto o sistémico, dada la
posibilidad de desagregarlo en sus componentes, relaciones y operaciones, ademas del
reconocimiento de los registros que son utilizados para comunicar e interpretar el concepto de

numero racional empleado por los maestros y los autores de los libros de texto.

Desde el recorrido tedrico que se ha hecho sobre las investigaciones en torno al aprendizaje

de los racionales no existe un consenso entre la singularidad o la pluralidad de este objeto



matematico, aspecto que si es una pretension del presente estudio con el apoyo de herramientas

semidticas como los registros, las representaciones y las transformaciones semioticas.

Es por ello que surge la siguiente pregunta:

¢ Como realizan los estudiantes de quinto grado, los procesos de eleccidn de registros de

representacion semidtica, para la construccion del objeto matematico nimero racional?

Al indagar por el proceso de eleccion o seleccion de un registro semiético de representacion
RSR, ocurre un desplazamiento de una pregunta ontoldgica hacia un planteamiento epistemolégico
pues se cuestiona por la comunicacion e interpretacion del modelo en la teoria, tal como son
construidos por cada estudiante. Y en la formulacion de esta pregunta de investigacion, nos
ubicamos entre la TGMT y la TGRI, haciendo distincién entre la semiosis proyectiva e inyectiva

pero centrando el interés en la semiosis expresiva.

Teniendo como sujeto de estudio los nifios, las situaciones de aprendizaje como proceso,
asumido desde el pensamiento sistémico, en donde se requiere partir “desde los procesos hacia los
sistemas tomados como modelos mentales que representan procesos y subprocesos, en los cuales
modelos se van a interpretar las teorias”, tal como lo propone Vasco (2014, p. 30), surge la

orientacion de la investigacion hacia la Teoria General de Modelos y Teorias —TGMT—.

En tal sentido, la recomendacion es tratar de explorar en los modelos mentales de los sujetos,
que estan acompafiados de teorias en lenguaje oral sobre las cuales el investigador pretende
interpretar esos modelos, atender a las maneras como los modelos son comunicados cuando los
estudiantes parten de la representacion escrita y tratan de transformarla en otra representacion de

otro registro.



Esta recomendacion, precisada por la distincion de Duval entre las transformaciones de
tratamientos y conversiones, llevé a formular dos nuevas preguntas, la primera orientada a las
transformaciones semidticas y la segunda orientada a la relacion de esas transformaciones con el

objeto matematico nimero racional.

¢De qué manera realizan transformaciones semiéticas de tratamiento y conversion los
estudiantes de quinto grado en la construccion del objeto matematico nimero racional cuando el

profesor o el autor del libro de texto las propone?

¢De qué manera realizan transformaciones semioticas (espontaneas y provocadas), los
estudiantes de quinto grado en una actividad matematica relacionada con el objeto matematico

ndmero racional?

Las transformaciones semidticas de conversion de un registro a otro se requieren para la
explicitacion de los modelos mentales y para la interpretacion y formulacion de teorias
interpretadas en dichos modelos, pero las transformaciones de tratamiento suponen una
construccién mas elaborada del dominio de un registro semidtico para permitir que el trabajo
puramente simbolico tenga relacion con el manejo mental “intuitivo” del modelo y se pueda
contrastar los resultados previstos por el célculo simbélico con los que se producen en la
imaginacion; en tal sentido se requiere reconstruir el modelo a partir de lo que los nifios expresan
e interpretan de las teorias y modelos de los maestros y los modelos de los autores de los libros de

texto.

El problema metodoldgico en el analisis de los tratamientos es que los estudiantes aprenden
a hacer los tratamientos usuales para las operaciones aritméticas con dos o tres fracciones dadas

por el maestro o por el autor del libro de texto, tomando la solucion de los problemas como un



juego con simbolos sin interpretacion directa del modelo mental, y si tienen éxito en encontrar
mecanicamente la respuesta que el texto considera correcta, es imposible saber si estan
construyendo un concepto abstracto de namero racional, o si estan modificando sus modelos
mentales. En todo esto es de definitiva importancia la accion del docente y como él piensa e

interpreta la teoria y los modelos tal como se estudia desde la Didéactica C.

Por ello, en estas actividades tan comunes en las aulas y en las tareas para la casa son los
errores, dudas, tachaduras y otras manifestaciones de incertidumbre o extrafieza los que arrojan

informacion sobre el trabajo mental del estudiante.

Si bien desde la TGRI se hace posible expresar e interpretar los modelos, no se puede asumir
que las transformaciones semidticas de tratamiento y conversion por si mismas van a permitir
describir el objeto matematico nimero racional que los nifios van construyendo, lo que se pone en

evidencia en la siguiente pregunta de investigacion:

¢Cuéles son las transformaciones sobre las representaciones semidticas que realizan
espontaneamente los estudiantes de quinto grado para describir el objeto matematico nimero

racional?

Al respecto, se reconoce que las transformaciones semiéticas por si mismas no describen de
una forma adecuada los modelos mentales ni las relaciones y las operaciones que se hacen sobre

Sus componentes.

Pero si se estudian las representaciones espontaneas y las provocadas con preguntas o
instrucciones del investigador, las respuestas de los estudiantes en cuanto son conductas
observables y describibles verbalmente (o grabables en videos o "video-grafias™) si pueden servir

de signos y sefiales de los estadios, fases o etapas de la construccion mental que esta haciendo el



estudiante y da pistas para reconstruir los modelos mentales de los nifios sobre el constructo que

llamamos “numero racional”.

A partir de la anterior reflexién, se propone la siguiente pregunta:

¢Qué modelos mentales asocian los nifios de cuarto y quinto grado a las distintas
representaciones semiéticas de los nimeros racionales que en distintos registros semiéticos de
representacion se les presentan en situaciones de clase de matematicas, a partir de los
tratamientos y conversiones de esas representaciones que realizan y de aquellas que ellos mismos

formulen mediante enunciados, dibujos y narrativas?

Asociar los modelos mentales de los investigadores y de los maestros a las representaciones
semidticas presentadas en los diferentes registros semioticos usados en las aulas y en los libros de
texto, asi como analizar los tratamientos y las conversiones que los nifios realizan, puede ser una
posible aproximacién al problema de investigacion que pretende reconstruir los modelos mentales

de los nifios.

Al revisar la tesis doctoral realizada por Rojas (2015), se hace alusién a la semiosis
interpretativa para reconocer si el alumno entendié bien el enunciado, la pregunta, las palabras,
dibujos y simbolos, dejando de lado la semiosis expresiva en la cual el estudiante trata de construir
una representacion mas personal y creativa, y la transforma de distintas maneras para hacerla

entender del profesor o de los compafieros.

Esta distincion explicita entre los dos tipos de semiosis, la atencion a las diferencias entre
ellas y la extraccion de informacion adicional con la semiosis expresiva es un aspecto que no se
reconoce de manera explicita en los escritos de Duval y que podria convertirse en un aporte a su

teoria.



Por lo tanto, la interpretacion de los modelos y las teorias que les presenta el maestro y se
presenta en los libros de texto como la expresion de los modelos y las teorias que van construyendo

los nifios en torno a los racionales se constituyen en objetos de analisis.

Finalmente y después de hacer un recorrido por los diferentes desplazamientos que va
teniendo el problema entre las perspectivas ontologica —desde la TGPS —, epistemoldgica —
desde la TGMT—y semiotica — desde la TGRI—, se hace necesario precisar que desde la Teoria
General de Modelos y Teorias —TGMT—, y en este caso particular de los sistemas de nimeros
racionales, al analizar los procesos matematicos, estos son vistos como representados por sistemas
que no son “atomicos” o ‘“cajas negras”, sino que se descomponen en la triada
sustrato/dindmica/estructura (componentes, relaciones y operaciones), que representan los tres

aspectos de todos los sistemas y por lo tanto de los modelos mentales.

Para precisar los conceptos de representacion, expresion e interpretacion, que se tratan en la
TGRI, en el caso de la Didactica de las Matematicas, la teoria de los registros semiéticos y de las
representaciones semiéticas de Duval ofrece una herramienta analitica que orienta a los
investigadores sobre lo que se puede construir mentalmente y lo que se puede representar externa

y publicamente, asi como sobre sus relaciones con la teoria enunciada verbalmente.

En el caso de los sistemas de numeros racionales, la atencion a la relacién entre noesis y
semiosis, asi como la posibilidad de diferenciar entre semiosis expresivas y Semiosis
interpretativas y la manera como ocurren en el aula de matematicas, promete generar fendémenos
informativos y lograr avanzar en las posibles respuestas a las distintas preguntas de investigacion

que se han presentado en parrafos precedentes. .



Por lo anterior y de acuerdo con las representaciones y transformaciones semidticas de los
racionales que se les presentan a los nifios de cuarto y quinto grado en torno a los racionales, surge

la siguiente pregunta que orienta finalmente todo el proceso de investigacion:

¢, Cudles son los aspectos (componentes, relaciones y operaciones) de los modelos mentales
sobre los nimeros racionales que asocian los nifios y nifias de quinto grado a la interpretacion de
las representaciones y transformaciones semidticas que se les presentan, y a las formas como
expresan sus modelos a través de las representaciones que ellos producen y de las

transformaciones semiéticas que realizan para resolver problemas escolares??

2 El verbo “asociar” en esta pregunta de investigacidon no hace alusion al asociacionismo en psicologia, sino a los
morfismos de interpretacion y expresion que permiten “enlazar”, “hacer corresponder”, “coordinar” o “asociar”
cada componente de una proposicién escrita de una teoria a su respectivo aspecto en el modelo mental del
maestro o del estudiante que esta tratando de entender esa proposicion por medio de una interpretacion en su
modelo mental, o de comunicarlo a otra persona por medio de esa formulacidn verbal como expresidn de su

modelo mental.

J



1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo General

Comprender los aspectos de los modelos mentales (componentes, relaciones y operaciones)
sobre los numeros racionales que asocian los nifios de quinto grado a la interpretacion de las
representaciones y transformaciones semidticas que se les presentan y a las formas como expresan
sus modelos a través de las representaciones que ellos producen y de las transformaciones

semioticas que realizan para resolver problemas escolares.

En nuestro caso particular, como se trata de comprender distintos aspectos y formas de
expresion de los modelos mentales de los nifios y las nifias, resulté muy conveniente subdividir el

objetivo general en tres objetivos especificos.

El primero, orientado a los tres aspectos basicos que tienen dichos modelos mentales
considerados como sistemas: su sustrato, su estructura y su dinamica; el segundo, con énfasis
especifico en las representaciones de las operaciones de la dindmica de cada sistema y los
resultados de ellas y el tercero en la puesta en marcha de los procesos de transformacién de las
representaciones semioticas segun la teoria de cada sistema y su interpretacion en el modelo mental

activado.

Finalmente al proponer los problemas escolares, se refiere a las situaciones auténticas o

artificiales que construye o propone el maestro para contextualizar la actividad matematica.



1.4.2 Objetivos Especificos

— Reconstruir los aspectos de los modelos mentales que asocian los nifios de quinto grado a
partir de las representaciones y transformaciones semidticas de los racionales que se presentan en

las situaciones matematicas ofrecidas por los maestros o los autores de los libros de texto.

— Reconstruir los aspectos de los modelos mentales que expresan e interpretan los nifios y
nifias de quinto grado a partir de las representaciones y transformaciones semioticas que ponen en

juego desde la dindmica del modelo.

— Reconocer la teoria como externalizacion de los modelos en el registro semidtico de la
lengua natural y el subregistro técnico de la misma sobre los racionales que construyen los nifios
a partir de la interpretacion y expresién de los modelos mentales que se asocian a las

representaciones y transformaciones semiéticas.



CAPITULO Il. ESTADO DEL ARTE

Al indagar acerca de los modelos y teorias en torno al aprendizaje de los racionales, se
requiere retomar las categorias que le dan origen al problema: el problema de la conceptualizacion
matematica, las dificultades de comprension de los racionales y la teoria de las representaciones

semibticas en la Didactica de la Matematicas.

Desde cada una de ellas se presentan los estudios que le anteceden y permiten reconstruir los
modelos mentales publicos de los autores, los maestros y los autores de los libros de texto
adoptando la perspectiva epistemoldgica de la TGMT, que se presentan de manera general en el

marco tedrico.

2.1 La conceptualizacion Matematica, las Representaciones Semidticas y su
Sentido y significado: Una relacion sin resolver

La preocupacion por identificar el sentido y significado que los estudiantes atribuyen a los
términos, predicados, operadores y a los simbolos matematicos, a su relacion con los conceptos y
proposiciones teoricas y la construccion de estos sentidos y significados, tal como lo manifiesta
Godino (2000), pone en escena las nociones de sentido y significado, que ha sido tema central y

controversial en filosofia, l6gica y semidtica, entre otras disciplinas.

Reconociendo la vigencia y la dificultad de esta discusion, nos remitimos a lo propuesto por
D’Amore (2006a, 2012, 2015, 2017) sobre la conceptualizacion desde la Didactica de las
Matematicas, en donde retoma pensamientos filosoficos, psicoldgicos y antropoldgicos para,

finalmente, asumir los planteamientos noético-semioticos de Duval.



Acerca de la naturaleza del concepto, este se asume como proceso dinamico, concreto o
abstracto; por lo tanto, hay diferencias entre nombre y concepto, teniendo en cuenta que diferentes
maneras de nombrar un objeto pueden dar cuenta de un mismo concepto, asi como diferentes

conceptos pueden relacionarse con el mismo nombre (D’ Amore, 2012).

En cuanto al concepto, desde la filosofia se establece la diferenciacion entre la naturaleza
del concepto y la funcion del concepto: la naturaleza del concepto se suele identificar con una
representacion abstracta de la esencia de las cosas; es el signo mental del objeto, indicando una
relacion de significacion. La funcion del concepto se reconoce de dos tipos: intencional e
instrumental, lo que permite relacionar la funcion intencional con la representacion mental de la

realidad, y la instrumental con su uso en la comunicacidn con otras personas acerca de esa realidad.

Desde la perspectiva psicoldgica de la Didactica de las Matematicas se acude al aporte de
Vigotsky (1960, 1962) en cuanto a la formacién de conceptos, cuando asume que mas que
formacion, es necesario plantear un desarrollo conceptual, en donde se encuentran tres fases
claramente diferenciadas. La primera de ellas, que corresponde a la fase de cimulos sincréticos
que se refiere a una primera aproximacion a los objetos desde lo concreto; la segunda fase, en
donde el sujeto avanza hacia un modo objetivo del pensamiento cuando reconoce nexos concretos
pero no logicos ni abstractos y, finalmente, la fase conceptual que se reconoce cuando el sujeto

opera utilizando su capacidad de abstraccion.

En la misma linea de la psicologia cognitiva, desde una postura piagetiana, también se asume
la formacion y el desarrollo de conceptos cientificos, partiendo de la abstraccion de objetos
concretos, al determinar que a partir de la manipulacion de objetos reales, el nifio, segun Piaget,
logra una abstraccion empirica cuando es capaz de describir las caracteristicas y propiedades del

objeto, aln en su ausencia; posteriormente, en un nivel avanzado del desarrollo, realiza



abstracciones reflexivas en la medida en que es capaz de operar con las propiedades del objeto y

es alli donde surge la conceptualizacion.

Para Vergnaud, el punto decisivo en la formacion de conceptos es el paso del concepto como
instrumento al concepto como objeto, tal como lo propone Sfard (1991) un concepto se ha
comprendido cuando ha podido ser visto como un objeto. Tanto lo planteado por Vergnaud (1983)
como lo expuesto por Sfard (1991), se requiere de una operacion psicolinguistica que Vergnaud la

define como conceptualizacion.

En este sentido, al abordar la composicion de los conceptos matematicos y la necesidad de
definir el concepto como objeto, Vergnaud (1983) propone que el concepto se exprese mediante
una tripleta compuesta por tres elementos: un conjunto de situaciones que dan sentido al concepto
(S), es decir, los referentes; un conjunto de invariantes (I) sobre los cuales reposa el significado
del concepto, y un conjunto de representaciones simbdlicas (R) que sirven para indicar tanto los
aspectos invariantes como las situaciones, que corresponde al significante. Esta definicion de
concepto expuesta por Vergnaud permite comprender que apropiarse de un concepto
independientemente de sus representaciones es mucho mas que nombrarlo o que utilizarlo como
instrumento para la comunicacion o para el célculo simbdlico por transformaciones de las

representaciones.

En la estructura planteada por Vergnaud se retoma la triada clasica que Pierce public en
1883, en donde se asume la relacion entre representamen, objeto e interpretante (distinto del
intérprete), sequido del tridngulo propuesto por Frege publicado en 1892, cuyos componentes de
la triada son expresion, sentido e indice, hasta el esquema triadico de Ogden y Richards en 1923,

que propone una relacién entre referencia, simbolo y referente (D’ Amore, 2006b, 2017).



Sin embargo, la definicion ternaria de Vergnaud (1983) en cuanto a la conceptualizacién
matematica se fue desplazando durante los afios 90 por un esquema binario en Duval (1993, 1995),
cuyo autor prefiere no hablar de “concepto” sino mas bien de objeto matematico a través de las
parejas signo-objeto, en donde el significado agrupa los multiples signos o significantes,
permitiendo definir la conceptualizacion matematica desde esta relacion entre signos o
significantes maltiples que van constituyendo el objeto como el invariante de dichos signos. Por
lo tanto, todo concepto matematico no solo remite al objeto mental que ha sido construido
socialmente sino también a su relacion con todos los signos y las relaciones entre los signos que

permiten su representacion (Fandifio, 2009).

Desde la linea antropoldgica de la Didactica de las Matematicas, la construccion del
conocimiento matematico, segun Balacheff (2004), requiere definir el significado como palabra
clave en la investigacion sobre conceptualizacion matematica. Para ello, con apoyo de la
linguistica, se plantean dos posturas en las que se discute la naturaleza de los conceptos
matematicos: realista y pragmatica. Desde la postura realista se sostiene que el significado es “una
relacidon convencional entre signos y entidades concretas o ideales que existen independientemente
de los signos lingiiisticos; como consecuencia suponen un realismo conceptual” (D’ Amore, 2001,

p. 12).

Segun los postulados de la semantica realista, se puede decir que las estructuras matematicas
tienen una existencia real que no depende del sujeto y que en la actividad matematica es donde se
descubren esas estructuras. En esta postura realista, los autores mas representativos son Frege,

Russell, Cantor, Bernays y Godel citados por D’ Amore (2012).

Posteriormente, la imposibilidad de sostener la existencia real de los conceptos matematicos

independientemente de la mente humana, desde Wittgenstein en sus Investigaciones Filoséficas



(1953) se sostiene que la significatividad de una palabra depende de su funcion en los “juegos
linguisticos”. Bajo este principio, las teorias pragmaticas del significado permiten pensar que las
expresiones linguisticas adquieren significado dependiendo del contexto en el que se usan y de los

propositos con que se hacen las “jugadas verbales™.

Para el presente estudio se adopta una postura pragmatica del significado, lo que permite
reconocer que los conceptos matematicos remiten a “no-objetos” reales independientes de la mente
humana; es decir, no se asume su existencia real, sino que por el contrario, estos son de naturaleza
no ostensiva, como lo plantean Godino y Batanero (1994) pues requieren de representaciones que

se puedan exhibir en su nombre y que permitan comprenderlos.

En esta orientacion pragmatica, Chevallard (citado por D’Amore, 2001) defiende que el
objeto matemaético emerge de un sistema de practicas que se expresan en diferentes registros
semioticos que aluden a los sistemas de representacion y sostiene también que en la variedad

semiotica resultante ocurre la actividad matematica.

Esta postura pragmatica se precisa con lo planteado por Duval (1999), cuando afirma que
sOlo a través de los sistemas semioticos de representacion (registros de representacion, distintos
de las representaciones producidas por ellos) y a través de las transformaciones semidticas

(tratamientos y conversiones), es posible acceder a los objetos matematicos.

Derivado de lo planteado en el parrafo anterior, se asume que el significado de un objeto es
de naturaleza epistémica-institucional y surge del sistema de practicas institucionales/personales
asociadas al campo de problemas de las que emerge dicho objeto en un momento dado, tal como

lo define Godino y Batanero (1994); Santi (2011) y Rojas (2014, 2015).



Comprender el significado de un objeto matematico en términos de practicas, tal como se
propone en el enfoque ontosemidtico (Godino, Batanero y Font, 2007), permite distinguir sentido
y significado, entendiendo el sentido como un significado parcial debido a la posibilidad de
parcelar las diferentes clases de practicas mediante la configuracion epistémica en donde cada una

de ellas aporta en la construccion de sentido.

En cuanto al sentido cognitivo-personal del objeto matematico, en la tesis doctoral sobre
“Articulacion y cambios de sentido en situaciones de tratamiento de representacion de objetos
matematicos” realizada por Rojas (2014), el sentido es considerado como el significado parcial

asociado a lo contextual y temporal atribuido por el sujeto.

En conclusién, y de acuerdo con la revision del sentido y el significado de los conceptos
matematicos, se asume una postura pragmatica del significado matematico cercana a la asumida

por D’ Amore y por Godino, Batanero y Font, pero como la precisa Duval.

2.2 Las dificultades de comprension de los racionales

La ensefianza y el aprendizaje de los sistemas numéricos llamados “niimeros racionales”,
a veces “fraccionarios” o simplemente “fracciones”, ha sido una preocupacion latente, patente y
vigente en la Didactica de la Matematicas desde antes de su consolidacion como disciplina

cientifica.

Las investigaciones sobre el concepto de fraccion y las operaciones entre fracciones, asi
como los problemas relacionados con la interpretacion del término “fraccion” han circulado desde
los afios 60 y aun persisten. Pero para no hacer un listado cronologico de los diversos autores, se

remite al texto “Las Fracciones: Aspectos Conceptuales y Didacticos”, en donde Martha Isabel



Fandifio (2009) hace una amplia y rica descripcion que facilita la comprension de lo que ya se ha

indagado en torno a este concepto matematico.

A partir del 2009, los trabajos que se han realizado recogen los aspectos tedricos y
metodoldgicos abordados por autores representativos como Kieren (1980, 1983,1988, 1993); Hart
(1980, 1981, 1985, 1989); Streefland (1990, 1991,1993); Ohlsson (1988); Llinares (2003); Lamon

(2007); Gagatsis (2003).

En la ensefianza y el aprendizaje de los numeros racionales, tal como lo sefiala Fandifio
(2009), existe un consenso en el acercamiento inicial que se hace en el aula a este concepto, ya
que siempre se parte de un todo como objeto de referencia que generalmente es una figura de forma
circular que sea familiar a los estudiantes, como la torta o la pizza, que es “partida’ necesariamente

en partes iguales y es repartida a un determinado nimero de personas.

En los trabajos posteriores al 2009, se hace referencia a encontrar nuevas maneras de
construir el concepto de tal manera que se supere la nocion parte-todo y la equiparticion, que
pueden volverse un obstaculo para el aprendizaje de las fracciones, en los casos en donde los

racionales actlan como operadores multiplicativos (Cortina, 2013).

Sin embargo, al tratar de interpretar y comparar las teorias sobre los racionales que se
expresan en los modelos de los autores desde Kieren (1983) hasta Fandifio (2009), la teoria de los
registros y las representaciones semioticas propuesta por Duval (1995/1999; 2017) brinda recursos
epistemoldgicos, metodoldgicos y semidticos que permiten reconstruir los esquemas conceptuales
de los autores, a la vez que hacen evidentes las dificultades de comprension que posee el

aprendizaje de los racionales.



Este objeto matematico, comprendido en la presente investigacion como sistema de los
numeros racionales con sus componentes, relaciones y operaciones, tradicionalmente y tal como

se expresa desde la teoria le ha dado prevalencia a la relacion parte-todo.

Esa relacion, si bien facilita su construccion inicial, deja de lado el operador o transformador
“achicador” y “agrandador” como componente operacional del sistema desde la propuesta del
archipiélago fraccionario de Vasco (1991, 1994, 1994a) y que se constituye en el principal
antecedente para el presente estudio al considerar el sistema de ndmeros racionales como un
archipiélago formado por varias islas: partidores, medidores, operadores, razén y cociente,
postulando también que entre ellas existen mdltiples puentes que permiten su interacciéon y su

comunicacion.

De este recorrido por las teorias y modelos en torno a los numeros racionales, se pueden

concluir los siguientes aspectos:

- Kieren sugiere que un constructo de nimero racional completamente desarrollado, debe
estar compuesto de cinco subconstructos: medida, cociente, razon numérica, operador
multiplicativo y relacion parte/todo (1983). Ohlsson (1988) reconoce los subconstructos,

estudiando las relaciones entre ellos y asignandole una estructura global.

- La particion y la equivalencia considerados mecanismos constructivos propuestos por
Kieren (1993) son usados en el desarrollo de los cinco subconstructos en donde a su vez el autor
plantea que para que haya construccion de este concepto, se requiere la realizacion de actividades
fisicas o mentales en las que se pueda asociar ‘a/b’, lo que ha llevado a un excesivo uso del partidor
como componente principal dejando de lado otras operaciones conceptuales asociadas al concepto

de operador multiplicativo (Vasco, 1994; Fandifio, 2009).



- Tanto para Best, Post & Silver (1983); Nesher (1988); Freudenthal (1983); Vergnaud
(1983); Ohlsson (1988); Vasco (1994) y Fandifio (2009), el concepto de numero racional se

reconoce también como operador multiplicativo.

- La fracciébn como parte-todo ha predominado en los procesos de ensefianza de la
matematica y es el primer acercamiento que tiene el nifio al concepto, sin tener en cuenta las
magnitudes y cantidades implicadas. De acuerdo con Obando (2003), en el proceso de
conceptualizacion de las fracciones, se construye en la particion en donde la medicidn no es el eje

central ni hay un tratamiento cuidadoso del tipo de magnitud y del tipo de unidad.

- En el contexto escolar y en la resolucion de problemas de la vida cotidiana, se emplean
variadas representaciones semioticas producidas por diferentes registros semiéticos del objeto
matematico nimero racional, sin que el sujeto (sea el maestro o el estudiante) que hace uso de ellas

sea consciente que esta operando sobre el mismo objeto matematico.

- La construccién del objeto matematico del nimero racional se ha visto afectada por el
intento de la llamada “Matematica Moderna” o “Nueva Matematica” de forzar a los nifios y nifias
a reconocer los racionales como una clase de equivalencia de parejas de naturales (Fandifio, 2009),
y desde el otro extremo, a veces atribuido al movimiento Bourbaki, el excesivo uso de modelos
intuitivos asociados a la particion fisica de objetos en “piezas”, “pedazos” o “trozos”. Ambos

procedimientos son obstaculos didacticos presentes en su aprendizaje.

2.3 La teoria de las Representaciones Semioticas en el aprendizaje de los
racionales



Desde la investigacion en Didactica de las Matematicas se ha indagado por el papel que
juegan las representaciones en el proceso de comprension de los conceptos matematicos, tal como
se encuentra en Brown (1996, 1997); Sistemas de notacion (Kaput, 1994, 1998); (Janvier,1987);
con los sistemas matematicos de signos (Kieran & Filloy, 1989), entre otros. Todos estos autores
coinciden en afirmar que la naturaleza de las representaciones matematicas ostensivas (Godino &
Batanero, 1994), publicas o externas influyen en el tipo de comprensién que logra el alumno vy,
reciprocamente, que su comprension determina el tipo de representacion ostensiva que puede

utilizar eficazmente.

Por lo tanto, y desde los resultados de investigacion de los autores antes mencionados, es
evidente reconocer que la interaccion entre las representaciones externas e internas juega un papel
clave en los procesos de aprendizaje de la matematica, puesto que las representaciones internas
son inferidas a partir de la produccion de un discurso matematico o su materializacién en una

representacion externa.

Un concepto matematico es aprendido en la medida en que permita la produccién de una
gama de representaciones internas que se haran visibles y pubicas al materializarlas como

representaciones externas.

Posteriormente, y con conceptos como registro y representacion semidtica, surge la teoria
noético-semiotica de Raymond Duval, presentada formalmente en 1993,1995 y traducida al
espafiol en 1999 como “Semiosis y Pensamiento Humano” (1995/1999) que en la edicion del afio
2017, el autor afirma que la actividad matematica es una semiosis, en tanto es una actividad de
produccién, interpretacion y transformacion de representaciones semidticas en otras
representaciones, bien sea dentro del mismo registro (tratamientos) o de un registro a otro

(conversiones).



A partir del texto en espafiol de 1995 y el texto en su idioma original de 1993, la inclusion
de la semidtica en la Didactica de las Matematicas y su papel en la construccién del conocimiento
matematico empezo a ser motivo de discusion y reflexion cada vez més frecuente en la comunidad
cientifica; puede decirse que su instalacion definitiva se logré en 2006 con la publicacion del
numero doble especial de Educational Studies in Mathematics dedicado a la semiotica, contando
como editoras a Adalira Saénz-Ludlow y Norma Presmeg, que coincidi6 con la edicion que publico
la revista Relime en el mismo afio sobre la semidtica en la educacion matematica cuyos editores

fueron Luis Radford y Bruno D’ Amore.

Ambas publicaciones marcaron un hito en esta linea de investigacion sobre la que se siguen
haciendo constantes reformulaciones por autores como Otte (2003, 2006, 2011); Radford (2006,
2006b, 2010,); Saenz-Ludlow (2006); Ernest (2006); Godino (2003); Godino, Font & Castro

(2009); D’ Amore (2001, 2003, 2006, 2012, 2017); Santi (2011) y Rojas (2014, 2015).

Para analizar el objeto matematico nimero racional, con la apuesta noético-semidtica de
Duval se ha suscitado la necesidad de mantener en primer plano la distincién entre el objeto
matematico nimero racional y sus distintas representaciones semioticas, aspecto que no habia sido
considerado de manera explicita en los modelos y teorias existentes sobre los racionales, como se
evidencia inicialmente en Kieren (1983), cuando no se hace una distincién entre representaciones

y objetos, ya que los constructos objeto y representacion se emplean indistintamente.

Muchas veces en esparfiol y casi siempre en inglés, se asume el objeto matematico nimero
racional con la fraccion, que es solo una representacion, ain en el texto clave para esta

investigacion, tal como ocurre en el archipiélago fraccionario de Vasco (1994), aunque ya se logran



establecer diferencias entre los “monstruos™ que habitan cada una de las islas y sus
representaciones como fracciones o cocientes indicados, el lente semidtico que permite distinguir

el registro de las representaciones esta todavia ausente.

Haciendo una lectura semioética de este modelo de Vasco (1994), podria decirse que los
registros son las lenguas y dialectos de los “monstruos” que viven en cada isla; que las
reformulaciones que se efecttan dentro de la misma isla corresponderian a los tratamientos, y las
traducciones que ocurren entre dos islas diferentes serian las conversiones, que no se encuentran

presentes en el modelo original.

Siguiendo a Duval (1999, 2004, 2017), un sistema semiético debe permitir la realizacion
de tres actividades cognitivas: en primer lugar, la seleccion del registro de representacion; en
segundo lugar, la produccion y eventual tratamiento de una representacion y, en tercer lugar, debe
hacer posible el transito entre representaciones semidticas producidas por distintos registros o

conversiones.

Al trabajo de Duval le han sucedido numerosos trabajos de investigacion que han abordado
las transformaciones semidticas, entre las que se resaltan los escritos de Duval (1995/1999, 2004,

2006, 2017) y los de D’ Amore (2004, 2006, 2009, 2013, 2017); Santi (2011) y Rojas (2014).

Para el caso del objeto matematico nimero racional, el analisis semidtico tuvo un primer
acercamiento en Fandifio (2009), pero se hace necesario avanzar en el reconocimiento y
diferenciacion entre los distintos registros, las representaciones semioticas y los modelos

conceptuales que puedan ofrecer mayores herramientas para comprender los modelos mentales

3 Se utiliza la palabra “monstruos” por fidelidad con los términos que emplea el autor del Archipiélago
Fraccionario



publicos y privados de los maestros, los modelos publicos de los autores presenten en los libros de

textos y por consiguiente los modelos mentales privados de los nifios y las nifias.

Desde los planteamientos posteriores de D’ Amore, Fandifo e lori (2013), se reitera que, para

ellos, las dos caracteristicas esenciales que constituyen la actividad matemaética son las siguientes:

- Laseleccion del registro de representacion sobre el cual se produce la representacion
- Las transformaciones de las representaciones, que incluyen los procesos de tratamiento y

de conversion.

Se parte del supuesto que el aprendizaje de los objetos matematicos se hace teniendo como
anico acceso las representaciones semioticas y solo a través de ellas, es posible un aprendizaje
conceptual. Por lo tanto, la disponibilidad y el uso de los sistemas de representacion semidtica y
las transformaciones semidticas que hace el sujeto, se convierten en la posibilidad de lograr este

aprendizaje.

2.4 La Teoria existente sobre los NUmeros Racionales

Para identificar los sistemas conceptuales de nimeros racionales, el trabajo mas relevante

para la Didactica de las Matematicas fue iniciado por Kieren (1980), quien, desde una perspectiva

.« . . .y . rqe a . .
constructivista, sostuvo que a partir de la expresion simbolica ‘E’, se puede reconocer la existencia

de al menos cuatro constructos relacionados con el término “fraccion”.

Los cuatro primeros constructos propuestos por él fueron: medida, cociente, operador
multiplicativo y razén. Posteriormente, Kieren (1988) reconoci6 la existencia de un quinto
significado o constructo: la relacion parte-todo, y sefiala que esta relacion puede estar presente en

los otros cuatro constructos, al identificar en cada contexto, la unidad y sus partes.



A partir del recorrido tedrico que inicia con Kieren (1980); Behr, Lesh, Post & Silver (1983)
y es sequido por Freudenthal (1983); Nesher (1985); Vasco (1994): Adjiage (1999); Obando
(2003, 2013); Pontdn (2008, 2012) hasta Fandifio (2009), es reiterativo el reconocimiento de los
constructos considerados por Kieren como mecanismos personales que emplea el sujeto para
construir el conocimiento matematico de los racionales, lo que es clave para pensar el aprendizaje

matematico.

Kieren (1980, 1983, 1988) argumentaba la existencia de significados distintos del término
fraccion, llamados constructos, pues las mismas palabras y simbolos aritméticos parecian
interpretarse por parte de alumnos y maestros en distintos modelos, conceptos o practicas. Aunque
en las tres publicaciones citadas dichos constructos se fueron transformando en el tiempo, todos
conservan una referencia comun propia del concepto de racional no tanto como nimero sino
asociado a la relacion multiplicativa entre dos nimeros o cantidades métricas, ya que en todos los
constructos se establece algun tipo de relacion multiplicativa entre una cantidad y otra, entre las

cuales Kieren privilegia inicialmente la relacion parte-todo y la relacion de equivalencia.

Kieren sugiere desde 1980 que los nimeros racionales, como campo de cocientes, puede
manifestarse en cualquiera de los constructos y sus subconstructos; ademas, reconoce que el
concepto de nimero racional completamente desarrollado debe tener estructuras conformadas por

los constructos de medida, cociente, razon y operador multiplicativo.

Posteriormente Kieren, en 1983, describe, precisa e intenta caracterizar los nimeros
racionales a partir de las siguientes consideraciones, en las cuales el constructo razén no es tenido

en cuenta:

= Son fracciones que pueden ser comparadas, adicionadas o sustraidas.



= Son fracciones decimales como una extension de los nimeros enteros.
= Son clases de equivalencia de fracciones.

= Son numeros de la forma ‘p/q’, donde p y q son diferentes a 0.

= Son operadores multiplicativos (agrandadores y achicadores).

= Son elementos de un nimero infinito ordenado del campo cociente.

= Son numeros de la forma x = p/q donde x satisface la ecuacion gx = p.

= Son medidas o puntos de la recta numérica.

Los investigadores Behr, Lesh, Post y Silver (1983) conforman un grupo de trabajo llamado
“Rational Number Project” que realiza investigaciones sobre la ensefianza de los numeros
racionales, ligado inicialmente a la propuesta de Kieren (1980) y asumen ademas de los cuatro

constructos, dos “subconstructos” de fraccion.

- El'subconstructo medida de la fraccién que Behr, Lesh, Post y Silver (1983) propone como
una reformulacién del concepto parte-todo.

- El subconstructo razén (ratio) como la comparacién entre dos cantidades.

- El'subconstructo razén (rate) que se refiere a una nueva cantidad que establece una relacién
entre otras dos cantidades.

- El subconstructo cociente, que supone el nimero racional como el resultado de una
division.

- El subconstructo coordinate linear, que interpreta el nimero racional como un punto en la
recta numérica.

- El subconstructo decimal, asociado con el sistema de numeracion decimal.

- El subconstructo operador, que reconoce la fraccién como una transformacion.



Otra manera de desglosar el concepto de fraccion basado en la particion y la relacion de las

partes con el todo fue propuesta por Nesher (1985) con cuatro interpretaciones diferentes:

- Es el resultado de una division entre dos nimeros enteros que en Estados Unidos
enteros a veces significa naturales.

- El nimero racional como ratio, implica una comparacion entre dos cantidades.

- Como operador reconoce que actla sobre la cantidad y cambia la cantidad.

- El numero racional como probabilidad.

Con respecto a esta Ultima interpretacion, esta conceptualizacion del niamero racional como
frecuencia de eventos favorables entre todos los eventos simples equiprobables (concepcion
laplaciana de la probabilidad de un evento) no habia aparecido en analisis anteriores, pero se pone
en evidencia en la tesis doctoral de Pedro Javier Rojas (2015), “Articulacion de saberes
matematicos: Representaciones semioticas y sentidos”, en el doctorado en educacion DIE de la
Universidad Distrital, cuando encontr6é esta interpretacion directamente referida por algunos

estudiantes al modelo de los puntos en las seis caras de los dados, al reconocerla como otro registro.

Los analisis realizados por Kieren (1980, 1983, 1988); Behr et al (1983) y Nesher (1988)
representan un considerable progreso en torno al conocimiento de la fraccion. Estos trabajos
coinciden en reconocer que cociente, operador, razén y algunas versiones de la relacion parte-todo
son conceptos centrales, pero difieren respecto al objeto de andlisis, pues en algunos casos son los
nimeros racionales y en otros son las fracciones, lo que acentla la confusién o el uso

indiscriminado del término: racionales y fracciones.



Freudenthal (1983), también asume las fracciones como recurso fenomenolégico del namero
racional y que este recurso se vincula con “romper”, “fracturar” pero también esta relacionado con

“razdn” asociado a la proporcion y medida.

El referente que se asume en este estudio corresponde al trabajo realizado por Vasco (1994)
cuando construyd el modelo del archipiélago fraccionario, debido al enfoque de sistemas, en
donde se considera que cualquier sistema matematico se descompone en “tres bandas”, o
“aspectos”: los componentes, las relaciones y las operaciones, las cuales permiten establecer una
diferencia entre los sistemas simbdlicos, que son los que aparecen a primera vista como “‘sistemas
de numeraciéon”, no como “sistemas numéricos”, y que se relacionan ahora con los sistemas
semidticos; los sistemas conceptuales, que corresponden a los modelos mentales y sus teorias en
forma mental, verbal y escrita (en este caso los sistemas conceptuales o sistemas numeéricos de los
racionales) y los sistemas concretos que pueden ser objetos materiales de la vida cotidiana que
son complejos y requieren instrucciones de manejo, que se llaman ordinariamente “sistemas”, pero
en este contexto se refieren a sistemas de practicas, actividades y situaciones concretas y familiares

de las cuales se han construido histéricamente algunos sistemas matematicos.

Estos sistemas que son llamados “pre-matematicos” (Vasco, 2020), son préacticas,
actividades y situaciones concretas presentadas a los alumnos en las cuales se usan los sistemas
simbolicos y de las cuales se espera que los estudiantes capten las regularidades que van a

contribuir a la construccién mental de los sistemas conceptuales.

El modelo del Archipiélago fraccionario mantiene los cinco constructos de Kieren que
Vasco(1994) llama “las islas” que conforman el archipi¢lago, en donde la isla principal
corresponde a la de los operadores o transformadores achicadores o agrandadores, considerados

como construcciones mentales o ‘monstruos imaginarios” que achican o agrandan.



La isla de los partidores, considerada la principal isla en algunos de los libros de texto,
genera confusiones debido a que se refieren a partidores de objetos cuando en la realidad a lo que

se refiere es a la reparticion equitativa de determinada magnitud.

La isla de los medidores, que dependen del sistema de medida.

La isla de los fraccionarios como razones.

La isla de los fraccionarios como cocientes indicados, en la que se intenta hacer la division
pero que se deja indicada que esta relacionada con el algoritmo de la division euclidiana con
posible residuo y con la divisién que produce un nimero racional como corte en la recta numérica

real) y la division dia (dia dos, dia tres... mas relacionada con el cambio de base).

Con la analogia del archipiélago fraccionario, se avanza en la teoria de los sistemas de los
numeros racionales, en un planteamiento clave que es la necesidad de crear puentes entre una isla
y otra que puede considerarse, desde una lectura en clave de Duval (1999), la conversidn de las
diferentes representaciones semidticas provenientes de distintos registros de representacion
apropiados para distintas islas, mientras que los tratamientos serian transformaciones internas al

mismo registro interpretado en el mismo modelo correspondiente a una isla especifica.

Siguiendo un orden cronoldgico, Adjiaje (1999, 2007) llama la atencion en torno a las
magnitudes y en especial al dominio de las razones y desde la perspectiva de las representaciones
semioticas, hace un llamado a separar los aspectos representacionales y los aspectos relacionados

con las situaciones fisico-empiricas, criticando la clasificacion inicial de Kieren (1980, 1988).

Al sugerir esta separacion se reconoce que dentro de los aspectos fisico-empiricos (razones
entre dos cantidades heterogéneas, medida, mezcla, frecuencia, dilataciones y cambio de unidad)

a partir de marcos representacionales como los graficos (lineales, bidimensionales) y notacionales



como las (fracciones, decimales), se permiten comprender los aspectos matematicos relacionados
con las razones (relacion multiplicativa entre dos cantidades fisicas), las proporciones y la

proporcionalidad (relacién lineal entre dos cantidades variables).

En el trabajo de investigacion realizado por Obando (2003) se presenta la importancia de
recuperar los aspectos relacionados con la medida, el tipo de magnitud y el tipo de unidad, ya que
cuando en la fraccion como relacion parte-todo, se involucran los aspectos mencionados, es posible
avanzar en la construccion del concepto de racional desde relaciones de orden, la relacion de
equivalencia y la operacion aditiva en los nimeros racionales. También asume que cuando en el
aula predominan las actividades matematicas centradas en la nocion parte-todo no se logra avanzar

hacia el reconocimiento de los aspectos relativos a la estructura multiplicativa de los racionales.

Ponton (2008) centra su estudio en la relacion parte-todo con un enfoque multiregistro desde
la perspectiva de Duval con la coordinacion entre los registros figural y numérico que dotan de

sentido a la actividad matematica en el proceso de conceptualizacion de los racionales.

Finalmente, en este recorrido de los trabajos mas relevantes en torno a los racionales, el
estudio de las fracciones realizado por Fandifio (2009) recoge aspectos conceptuales y didacticos
en torno al concepto de fraccion, con un aporte para comprender este objeto matematico, que da

cuenta de las siguientes interpretaciones:

= La fraccién como parte de una unidad-todo, a veces continua y a veces discreta
= La fraccién como cociente

= Lafraccién como relacion

= La fraccién como operador

= Lafraccién en probabilidad

= Lafraccién en los puntajes

= La fraccién como nimero racional



La fraccion como punto de una recta orientada

La fraccion como medida

La fraccion como indicador de cantidad de eleccion
La fraccion como porcentaje

La fraccion en el lenguaje cotidiano



CAPITULO I1l. MARCO TEORICO

3.1 La TGPS: Identificacion de los sistemas matematicos en donde se
ubican las teorias sobre los racionales como sistemas y permitiran
interpretar las teorias y modelos de los estudiantes de quinto grado

En primer lugar, se intenta reconstruir el movimiento inicial en el que, a partir de los modelos
interpretados y expresados a través de teorias que han sido construidos por los matematicos e
interpretada por autores de libros de texto, se fueron identificando algunos modelos publicos de

los sistemas de nimeros racionales, ampliamente difundidos en la literatura.

En este sentido, las teorias sobre las cuales se construyeron los modelos mentales y que
fueron “lenguajeados” o expresados COmo se presenta a continuacion, parten del planteamiento
epistemoldgico de la TGMT - Teoria General de Modelos y Teorias - que permitio la construccion
de los sistemas conceptuales de los numeros racionales en sus tres aspectos: componentes,
relaciones y operaciones de acuerdo con la TGPS y los sistemas de representacion semidtica de

los racionales de acuerdo con la TGRI, también con sus componentes, relaciones y operaciones.
3.1.1 Sistemas conceptuales numéricos, geométricos, métricos y otros mas

En la teoria sobre los sistemas matematicos, se reconocen ocho tipos de sistemas
matematicos escolares, que se han venido difundiendo en Colombia desde la primera publicacion
del marco tedrico del area de Matematicas del programa de Renovacion Curricular del Ministerio
de Educacién Nacional en 1984. Después de ocho afios de disefio y experimentacién (1976-1984),
los programas oficiales para todas las areas curriculares de la Educacién Basica Primaria se

publicaron en cinco libros, uno para cada grado (1° a 5°), acompafados de un libro con los



fundamentos generales del curriculo y otro con los Marcos Generales de los Programas
Curriculares (MEN, 1984), entre ellas el programa de Matematicas (pp. 141-172). El Decreto 1002
de 1984 aprobo estos programas para su gradual implementacion grado por grado de 1985 en
adelante. En el afio de 1989 se deberian publicar los programas de 6° a 9° grado, lo que no ocurrid
por la oposicion radical de los profesores afiliados a la Federacion Nacional de Educadores —

Fecode — y de algunos grupos de profesores universitarios que los asesoraban.

En el marco teorico del area de Matematicas de 1984 se propuso una distribucion global
de todas las disciplinas matematicas para todos los nueve grados de la Educacion Basica Primaria
en ocho columnas verticales segun el enfoque de sistemas. Los cuatro primeros, los sistemas
numéricos, los sistemas geométricos, los sistemas métricos y los sistemas de datos (después
llamados “‘sistemas aleatorios” o “estocasticos”) se tratarian durante la basica primaria (pp. 160-
161); para la basica secundaria se agrego el Andlisis Real o de los sistemas analiticos (p. 158),

posteriormente llamados “algebraico-analiticos”.

3.1.2 Sistemas numéricos aditivos y multiplicativos construidos sobre distintos conjuntos de

ndmeros

Posteriormente se hizo una distincién entre los sistemas numéricos aditivos Yy
multiplicativos construidos sobre los nimeros naturales N, incluyendo el cero natural como
elemento neutro 6 mddulo de la adicién, y los sistemas construidos sobre los numeros

fraccionarios, entendiéndose por estos los numeros racionales no negativos, Q*, incluyendo

también el cero fraccionario como elemento neutro 6 médulo de la adicién.

Estos son los Unicos sistemas numéricos que se propusieron en los cinco grados de béasica

primaria, dejando para el grado séptimo de basica secundaria los sistemas construidos sobre la



totalidad de los nimeros enteros positivos y no positivos Z y sobre la totalidad de los numeros
racionales positivos y no positivos Q. También se propuso una introduccion de los sistemas de los
numeros reales R en grado octavo y la de los nimeros complejos C para resolver ecuaciones

cuadraticas en grado noveno.
3.1.3 Sistemas numeéricos conceptuales y sus sistemas simbolicos de numeracion

En cada sistema numérico se establece una distincion entre los sistemas conceptuales,
llamados “sistemas numéricos”, el de los naturales (N, 0, 1; +, X) y el de los fraccionarios (Q*, O,
1; +, X), considerados Unicos en cada grado de primaria, y los distintos sistemas de representacion
que se pueden utilizar para representar, graficar, nombrar y calcular resultados en distintos

sistemas simbolicos, llamados “sistemas de numeracion”.

No sobra decir que esta tercera distincion entre sistemas conceptuales numericos, cuyos
elementos son los ndmeros, y los sistemas simbdlicos de numeracion, cuyos elementos son los
distintos tipos de numerales para representarlos, no fue aceptada por los docentes de Primaria —
solo por algunos docentes de la Secundaria, Media y Terciaria 0 Superior— y mas bien provoco

duras criticas y rechazos a los programas de 1984.

Para el caso de los sistemas conceptuales numéricos construidos sobre los fraccionarios Q*,
pretendio establecer una del ndmero fraccionario conceptual o mental tan conocido y tan Gtil que
4, .5
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llamamos “la mitad” o “un medio”, de los numerales ‘=, , ’.¢0,5’, 0,50, ‘0,500’
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que lo representan, y mas dificil todavia, convencerlos de que el simbolo “50%” era apenas otro

numeral para el mismo nimero conceptual.

Hasta el afio 1984 no se habia establecido la distincion que propuso Duval entre los registros

semidticos como sistemas productores de representaciones semioticas y las representaciones



mismas como sistemas de numerales, literales y otros simbolos de los elementos, como los citados
arriba; de simbolos de relaciones binarias, como ‘=, ‘#’, >’ >’ ¢ ‘<’ ‘<’ y de simbolos de

operaciones como ‘+’, ‘—, ‘x’, ‘+’, ¢/’

3.2La TGPSyla TGMT. Identificacién de la teoria de los racionales como
sistema y construccion de los modelos sobre los racionales para interpretar
las teorias desde los morfismos de interpretacion y expresion

El andlisis de las teorias que se expresan oralmente y por escrito a partir de los morfismos
de expresion con los cuales los agentes noético-semidticos (autores de libros de texto o docentes)
pretenden hacer explicitos algunos de los modelos construidos por ellos; permiten inferir dichos
modelos como construcciones mentales a partir de fendmenos de la realidad, de procesos y
subprocesos que pueden describirse y analizarse verbalmente o por esquemas o diagramas que
permiten a los autores y docentes proponer a los estudiantes a través de distintos registros

semioticos de representacion.

Sin embargo, las representaciones observables publicamente no son suficientes para la
identificacion de los modelos mentales, pues se requiere adicionalmente un proceso metatedrico
que permita develar en las teorias como sistemas de representaciones semidticas sus elementos
constituyentes y, en los diagramas, dibujos y gestos, los elementos constituyentes del modelo

mental.

Es alli donde se desarrolla por parte del agente noético-semiotico, un ejercicio analitico y
sintético sobre las teorias y su interpretacion en los modelos mentales, y en los intentos de
expresion de esos modelos en esquemas, dibujos y gestos publicos que ayuden a quienes los

perciben a reconstruir lo que se queria expresar con las multiples representaciones semioticas.



Este proceso metatedrico implica descomponer y desagregar las teorias identificadas como
sistemas que requieren una interpretacion subjetiva reconocida como modelo, considerado por
Vasco (2014), un sistema mental que se construye para representar un proceso, subproceso u otro

sistema.

- Para interpretar las teorias como sistemas se asume que estas teorias cuando se van
articulando y expresando, también se pueden analizar en los tres aspectos de todo sistema:
Los componentes y sus agregados, es decir, los elementos y conjuntos de base

- Las relaciones, nexos, lazos o referencias mutuas entre componentes

- Las operaciones o transformaciones sobre componentes, sobre relaciones o sobre otras

operaciones.

El sustrato de un sistema de nimeros racionales es el conjunto, agregado o sistema de
componentes o elementos que seleccionamos y recortamos del campo sobre el cual se ubica la
actividad o practica, la clase o tarea, el proyecto de aula o el examen sobre este tema, que es, en
este caso, el campo aditivo y multiplicativo sobre el que se trabaja en el aula de matematicas de

cuarto y quinto grado.

Los componentes del sustrato de un sistema de numeros racionales son cada uno de los
elementos del conjunto Q que el estudiante puede nombrar, sefialar, sumar o multiplicar.
Inicialmente es un subconjunto muy restringido de Q , en el que suelen aparecer solo algunos
racionales positivos menores que uno, que se refieren a parejas de nimeros de un solo digito cada
uno, con frecuencia iniciados con una particula que no parece un namero sino un articulo

29 ¢ 29 ¢¢ 29 ¢¢

indeterminado: “un”, seguido de “medio”, “tercio”, “cuarto”, “quinto” o “décimo”, sin que ni el

estudiante ni el maestro se perturben porque las tres ultimas palabras suenan lo mismo que los



componentes correspondientes de la lista de los nimeros ordinales antiguos: “primero, segundo,

tercero, cuarto, quinto, ..., décimo”.

Expresiones como “la mitad” no parecen ni siquiera referirse a una pareja de numeros

(132

. . 1 . , .
naturales, pero si se escribe S ose lee “un medio”, si aparece claramente la pareja de naturales.

Ya en este nivel del sustrato podria haber distintos elementos, componentes u objetos que permitan
decir que los sustratos son distintos de las clases de equivalencia de parejas ordenadas de niUmeros

enteros Z con los enteros no nulos, ZxZ*, del sistema estandarizado Q.

La estructura de un sistema de nimeros racionales es el conjunto, agregado o sistema de
relaciones 0 nexos entre los componentes o elementos del sustrato ya seleccionados para la tarea,
leccion, clase o ejercicio propuesto por el docente. Lo que determina o especifica que dos sistemas
diferentes construidos sobre el mismo sustrato son sistemas diferentes no es la naturaleza de los
componentes del sustrato, sino la estructura como red de relaciones que construimos mentalmente
para reparar los cortes y recuperar la interconexion entre los componentes que recortamos en la

fijacion del sustrato.

En este caso, las relaciones binarias asociadas con los nimeros naturales en los grados
escolares iniciales, como la relacion de igualdad y las relaciones correspondientes al orden aditivo
y al orden multiplicativo de los nimeros naturales, se reducen ahora a un nuevo tipo de igualdad
y a las relaciones aditivas que en el registro semiotico de la lengua natural oral o escrita
corresponden a expresiones como “mayor que”, “menor que”, “mas grande que” y “mas pequeio

que”, pues las relaciones multiplicativas referidas a los factores, divisores, multiplos ya no parecen

tener sentido entre dos numeros racionales, porque siempre se cumplirian. Aparecen también



nuevas relaciones como “tienen el mismo denominador” o “son inversos (reciprocos)” y otras

similares.

La dindmica de un sistema de nimeros racionales es el conjunto, agregado o sistema de
operaciones, transformaciones o transiciones que construimos mentalmente para reparar los cortes
y congelamientos temporales que se hicieron al fijar el sustrato y la estructura, y que nos sirven
para recuperar el dinamismo de los procesos. En nuestro caso, la dindmica de los numeros
racionales incluye la composicion o aplicacion sucesiva de racionales, confundida facilmente con
la multiplicacion, aunque esta parece que siempre agranda o amplia el nimero natural a la que se
le aplica, mientras que en los racionales esto no necesariamente sucede, y entre los pocos
racionales entre cero y uno que manejan los nifios nunca sucede; también aparece en la dinamica
la adicion o suma de dos racionales, aunque no muy naturalmente para los nifios, y las operaciones
inversas de division y de sustraccidn o resta no aparecen casi nunca espontaneamente entre los
estudiantes, aunque estos son forzados por los docentes a aceptarlas y a calcularlas, aun sin poder

interpretar la manipulacién de simbolos escritos que les exigen los docentes.

Habiendo reconocido los aspectos de los sistemas de nimeros racionales que aparecen en
los grados cuarto y quinto de basica primaria desde la perspectiva epistemolégica presente en la
TGMT propuesta por Vasco (2013) se acude al reconocimiento, analisis y descripcién de los
distintos modelos propuestos desde los autores que han construido teoria en este campo de

conocimiento.

En la siguiente tabla, se ponen en evidencia los diferentes modelos de los racionales, que se

hacen explicitos al interpretar la teoria:



Tabla 1.

Modelos y Teorias sobre los racionales

Sistema semio6tico de Representacion

Sistema conceptual

autor . . . .
mecanismos constructivos Representaciones semidticas
NI cociente operador
(1980, 1983, parte /todo | oo perador medida razon
indicado multiplicativo
1988)
Behr, Post Medida razon (relacién Punto en la
& Silver |operador (como transformador) (relacion entre decimal recta
(1983) parte /todo) cantidades) numérica
razon
Nescher operador (actua sobre la Fraccion cociente (comparador como
(1985) cantidad y cambia la cantidad) | (parte /todo) | indicado entre dos probabilidad
cantidades)
Freudenthal compar ,a dor fracciones lenguaje
operador Fracturador (fracciony | operador razon . P
(1983) . decimales cotidiano
maghnitud)
Stellan S numeros de . . puntos en la
operador multiplicativo ..
Ohlsson P P la forma “p/q medida decimales recta
Vergnaud T .
Estructura multiplicativa fraccion razon
(1983) P
Fraccion cociente . . untos en la
Vasco (1994)| operador o transformador . medidores razon decimales P porcentuales
(parte /todo) indicado recta
Fraccion
Fandifio operador como parte cociente medida fraccion como punto de una en lenguaje
(2009) P de unidad- relacion recta probabilidad | cotidiano

todo




3.2.1 Los cuatro constructos centrales: Operadores, partidores, medidores y razones

Desde los autores identificados en el estado del arte realizado y que se constituyen en el
marco teorico sobre el cual se fundamenta inicialmente la tesis, a partir de los constructos de
Kieren (1983); con los subconstructos de Behr, Lesh, Post y Silver (1983); las interpretaciones de
Nesher (1988); las islas del archipiélago de Vasco (1994) y, finalmente, las interpretaciones de
Fandifio (2009) sobresalen algunos aspectos que aportan a la construccién de los tres aspectos

considerados para la comprension de los sistemas de los nimeros racionales:

La consideracion de un constructo central, que es el Sistema Operador (o Transformador),
esta presente en los diferentes modelos, al reconocer que en los racionales siempre hay un nuevo
tipo de “cantidad operativa” o “niimero activo”, que actia sobre otra cantidad o nimero, bien sea

para achicarlo, agrandarlo, o “empujarlo”.

Al descomponer el Sistema Operador en sus elementos, relaciones y operaciones y, de
acuerdo con los mecanismos constructivos propuestos por Kieren: el de particion y el de
equivalencia, es posible darle cabida a los siguientes sistemas que también son compartidos por

Vasco en su modelo del archipiélago fraccionario:

El Sistema Partidor, debido a la importancia que tiene en el sistema fraccionario la particion

“en partes iguales” y la representacion mas cominmente empleada que es ‘%’, leido como “a b-
avos”.
A partir del sistema anterior y dada la necesidad de establecer diferencia entre el partidor o

fracturador de objetos y el mas abstracto partidor o fracturador de cantidades de distintas

magnitudes fisicas, surge el Sistema Medidor, que se refiere al reconocimiento de cierta magnitud



en la que cada cantidad puede repartirse “equitativamente” en un niamero finito de cantidades “de

la misma medida”.

El Sistema Razdn, emerge al hacer explicito un sentido de relacion entre dos magnitudes
(Fandifio, 2009) o entre dos nimeros y se remite al uso geométrico y aritmético en Euclides y

Eudoxo, en el antiguo Egipto, Mesopotamia, la India y la China.

Por lo tanto, desde la propuesta inicial de Kieren (1983), el modelo del archipiélago
fraccionario de Vasco (1994) y la perspectiva semi6tica de Fandifio (2009), se propone para esta
tesis este primer modelo genérico que permite interpretar las distintas conceptualizaciones de los

sistemas de nimeros racionales, centrado en el Sistema Operador y ramificado en los tres restantes:

Figura 1.

Sistemas Conceptuales de los nimeros racionales
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A continuacion, se describen cada uno de los sistemas conceptuales, después de analizar el
“archipi¢lago fraccionario” y diferenciar aquellas “islas y puentes” que subyacen al objeto

matematico de aquellas que hacen parte de sus recursos semioticos.

Sistema Operador

En el archipiélago fraccionario, la isla de los Operadores:
Agrandadores,
. . o achicadores,
operadores se considera la isla principal, ya que comparadores,
partidores
los operadores se pueden describir como felementog
“monstruos imaginarios que achican o agrandan”, Agrandar,
Equivalencia achicar,
a quien se le acerque, en este caso, una cantidad o (relaciones) empujar

(operaciones)

una magnitud.

Al reconocer los aspectos del sistema, el racional es considerado un operador multiplicativo,
por lo tanto, los componentes o elementos de este sistema son operadores que pueden ser en algun
momento agrandadores, achicadores, empujadores, comparadores, partidores, dependiendo de la
operacion que se ejerza sobre alguna de las cantidades o magnitudes que se encuentran

relacionadas.

En cuanto a las relaciones que se identifican entre los elementos del sistema, se evidencia la

relacion de equivalencia, inequivalencia, con todas las posibles formas { =, #, <, <,>, > }.

Teniendo en cuenta que los elementos o0 componentes de este sistema son operacionales, las

operaciones del sistema corresponden a las acciones de agrandar, achicar, partir, medir, comparar.

En este sentido, cada una de estas acciones, dan vida a los demas sistemas de los nimeros
racionales, asi desde los operadores partidores y desde la operacion de “partir” surge el sistema

partidor, que agrandan, achican o empujan cantidades:
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Sistema Operador Partidor

En cuanto a los componentes o Hnidadidodg
Parte - todo
elementos (sustrato) en el sistema (elementos)
partidor de objetos, se identifica una
cantidad que suele llamarse Todo o la Ser parte de... Partir,
. . quebrar,
Unidad que puede ser discreta o Equivalencia fracturar

(relaciones) s

continua y puede ser partida en un
namero indeterminado de partes, con la
condicion de que al partir o “quebrar” la unidad o el todo, esto debe hacerse “en partes iguales”.
Para este sistema, los elementos son relacionales ya que se relacionan y operan dependiendo de la

naturaleza del “todo”, que puede ser ademads de discreto o continuo, puede ser una magnitud.

En cuanto a las operaciones que constituyen la dindmica del sistema, la accién es en primera
instancia una accion fisica de partir, quebrar pero que al afirmar que debe hacerse en partes iguales,
se requiere restringir la accion para garantizar que cualquier particion ulterior sea un refinamiento
de la inicial en partes mas pequefias pero iguales entre si. En esta operacion de partir “en partes
iguales”, los objetos y magnitudes se agrandan o achican lo que coincide con las operaciones del

sistema operador.

Al identificar las relaciones que corresponden la estructura del sistema, la relacion que existe
entre los componentes del sistema, es “ser parte de”, porque necesariamente se requiere la
identificacion de un todo, o una unidad sobre la cual recae la accion de fracturar, partir cada una
de esas partes que componen el todo-unidad o una magnitud. Al pensar en la relacion de “ser parte
de”, necesariamente debe acudirse al tipo de todo-unidad sobre la cual se asume esta relacion, ya

gue no es lo mismo hablar de unidades continuas que pueden atribuirse a unidades de medida como
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de superficie, longitud o volumen entre otras magnitudes a hablar de unidades discretas, en donde

el todo-unidad cambia.

También se identifica la relacion de equivalencia en el sistema partidor, que de acuerdo con
los modelos mentales y gréficos se suele suponer que es equivalencia en area, pero el area puede
esconder otras diferencias, por ejemplo, en espesor. Ademas, se confunde la particion fisica en dos
partes iguales de volumen, por ejemplo, y esa particion produce dos mitades, pero la fraccion %2
representa la mitad de la unidad, con articulo definido singular (que denota una funcién), no “las

mitades” ni “una de las mitades”.

En el sistema partidor, el “cociente indicado” no efectuada, hace parte de los recursos

semioticos ya que permite afirmar que se tienen a objetos y los dividimos en n partes.

Volviendo al sistema Operador, cuando los operadores son partidores de longitud, area,
volumen, tiempo, entre otros, que agrandan o achican, surge el sistema medidor, tal como se

evidencia a continuacion:

Sistema Operador Medidor

Unidad de medida
En cuanto a los elementos o componentes del y sus partes

(elementos)

sistema, se reconocen las unidades de medida, lo

que implica que el todo, en este caso, es una medida

Ser parte de... Agrandar,
estandarizada que se descompone en sus partes y Equivalencia achicar, medir
(relaciones) (operaciones)

que al ser medidas estandarizadas, corresponden a
una magnitud y dan cuenta del todo-unidad de medida. Otro elemento importante que se tiene en

cuenta en este subsistema es que la cantidad que se descompone siempre va a establecer relacion

. . . . 3
con la unidad de medida, que hace referencia a que cuando se obtienen " de algo por poner un
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ejemplo, necesariamente debe dar cuenta de “ese algo”, que en este caso puede ser un litro, un
metro, una vuelta, entre otros. Para el sistema medidor los elementos 0 componentes son
operacionales, lo que lo vincula con los operadores agrandadores y achicadores del sistema

operador.

En cuanto a las relaciones en el sistema medidor, la relacion “ser parte de”, se hace evidente
en tanto las partes sobre las cuales se descompone la magnitud dan cuenta de la totalidad, en el
sentido de que si se suman, recuperan el todo que era la unidad de medida previamente establecida.
En Euclides se distinguia entre la relacion especifica de ser parte propia o alicuota (meros) que
“mide exactamente al todo”, y la de ser parte genérica (mere), que puede ser cualquier trozo de la

unidad, pero esa distincidn no se encuentra ahora en los libros de aritmética escolar.

Las operaciones del sistema medidor, hacen alusion en primera instancia a medir, al tener
una unidad de medida, que puede expresarse tanto en representacion fraccionaria o en decimal con

una unidad de medida.

Otras operaciones del sistema medidor corresponden al agrandar y achicar la magnitud, por
la accion que se hace desde la unidad de medida y la descomposicién en sus multiplos y
submdltiplos. De igual manera los porcentajes hacen parte del sistema medidor en cuanto también

atienden a una magnitud.

En el sistema medidor, existen varios recursos semioticos que han sido considerados
representaciones semioticas como lo es la recta numérica, en donde la unidad de medida representa
la distancia entre el origen y el punto de la recta, dando origen a los nimeros flacos y gordos como

los propone Vasco.
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Teniendo en cuenta que los racionales denotan siempre una relacion, esta puede establecerse
atendiendo una magnitud, cantidad, objetos entre otras formas de establecer relacion entre dos

ndmeros.

Por lo tanto, desde el sistema Operador y como un componente relacional surge el sistema

Razén, tal como se muestra a continuacion:

Sistema Razdn

Los elementos o componentes del sistema, Parejas de
operadores
se refieren a la existencia de al menos dos (elementos)

cantidades que son comparadas entre si, son

Comparar
. ) Ser parte
elementos relacionales dado que el sustrato esta de... (agi?::rr) ©
., . i i cantidades
compuesto por la relacion entre dos magnitudes. R magnitudesv

(relaciones)
(operaciones)

Estas magnitudes pueden ser variables al asumir

valores distintos pero reciprocamente unidos por la misma relacién (Fandifio, 2009).

Al considerar la probabilidad como una relacion entre dos cardinalidades, se reconocen otros
componentes como el nimero de casos posibles y casos favorables, por citar un ejemplo de una

probabilidad.

Por lo tanto, las relaciones en este sistema, estdn determinadas por la equivalencia de
magnitudes que se evidencian en la relacion entre las cantidades o relacién de eventos

equiprobables como es el caso de la probabilidad.

En cuanto a las operaciones, se refieren a las transformaciones entre los operadores, que

estan determinadas por la relacién, tales como achicar y agrandar.
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3.3La TGPS - TGMT y La TGRI. Reconstruccién de los registros y las
representaciones semidticas con las cuales se expresan los sistemas
conceptuales de los racionales

3.3.1 Sistemas de representacion semidtica de los niumeros racionales

Este camino de interpretar teorias en los modelos y desagregar las teorias y los modelos
como sistemas, que al construirse requieren ser interpretados o representados, se desplaza entre la
TGPS y la TGMT permeadas permanentemente por la semiotica que se sistematiza en la Teoria

General de Representaciones e Interpretaciones — TGRI —.

Por lo tanto, cuando ya se cuenta con varios modelos mentales publicos, en este caso de los
sistemas conceptuales de los nimeros racionales, se requiere representarlos desde los tres aspectos:
sustrato/dindmica/estructura, pero que dado el caracter abstracto de los conceptos matematicos, el
autor, el maestro, el autor del libro de texto y el estudiante se valen de las representaciones
semioticas consideradas como Sistemas de Representacion Semiotica de los Racionales,
producidos por los autores, los libros de textos y los maestros en la actividad matematica que se

despliega en el aula.

Este ejercicio de “expresion e interpretacion”, es realizado por un agente noético-semiotico

al interpretar las teorias, construir y reconstruir los modelos.

Cada sistema (operador, partidor, medidor y razon) con sus componentes, relaciones y
operaciones, que constituyen los modelos conceptuales de los racionales y los morfismos de
interpretacion y expresion que permiten expresarlo mediante lenguajes y registros semioticos con
sus productos que son las representaciones semidticas, permiten el acceso al objeto matematico, a

partir de las acciones de tratamiento y conversion que sélo puede lograrse si se dispone al menos
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de dos registros semidticos diferentes para producir dos representaciones en donde la

representacion y el objeto representado puedan diferenciarse.

Teniendo en cuenta los modelos mentales pablicos de los racionales, la actividad semidtica
que permiten interpretarlos y expresarlos mediante registros semioticos que producen los sistemas
de representacion semioética que se han utilizado en las matematicas escolares, se hace necesario
tomar por separado cada uno de los sistemas conceptuales identificados en la literatura y en la
actividad del docente, para dilucidar y clasificar las diferentes representaciones semiéticas que se
encuentran en textos, tableros, cuadernos e interacciones de aula, y asignarlas al registro que las
produjo, descubrir su origen, la manera como ha sido producida, que supone entrar en la estructura

interna del registro y desde alli descubrir el “arbol genealdgico” de la representacion semidtica.

Por lo tanto, no es posible analizar la representacion semiédtica independientemente del
registro que la produce, dado que en la actividad matematica nos movemos entre la diversidad de
registros de representacion semioética, que permiten la construccion de diversas representaciones
semioticas; la diferenciacion entre representante — representado, es decir, la forma y contenido de
una representacion semiotica y la coordinacion de registros de representacion semiética, que

posibilita la conversion de las representaciones semidticas (Duval, 1999, 2017).

Ubicados en la TGRI, se presentan a continuacion los sistemas semidticos de los racionales
asociados a los sistemas conceptuales ya descritos, asumiendo que al igual que los sistemas
conceptuales: partidor, medidor y razén, emergen de un sistema basico considerado el sistema

operador.

Sistema Semiotico Operador
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Entre los registros semidticos que permiten la produccién de representaciones semioticas en
el sistema Operador, se identifican el registro lengua natural, el registro pictérico, el registro

grafico y el registro aritmético, tanto oral como escrito.

Figura 2.

Sistema semiotico operador

A 7 I
o .. 1000 0 00
' ! egistro
H u | rafico
= " 0 00 0/0 0
Operadores i :
transformadores: i \O i _ . O
Agrandadores, L e — | Registro . .
achicadores, : 1 pictorico
{alementos’ ! ! . O
Contenido de la representacion i v | .
' m i Registro
i i Agrandar, i 1 Lengua Los cuatro sextos de 12 canicas
R agchicar » ' ' natural
Ser parte de ! i Vp) !
comparar I ! -
(relaciones) (operaciones) i O !
: ! Registro
DA e o Cuatro sextos de
! ) ! aritmético
LW l oral 12 canicas
H o — i Registro
: blo ! aritmético
: i Registro
i GJ ! aritmético 4/6 de 12
i m : escrito

En la representacion semidtica producida por el registro semiético lengua natural, los
componentes corresponden a las cantidades discretas o continuas en donde existe en este caso, un

“monstruo achicador”, que acttia sobre una magnitud, permitiendo obtener una nueva cantidad.

En cuanto a las representaciones que se producen del registro aritmético, en la representacion

semiotica oral “cuatro sextos de doce canicas”, se identifican dos componentes:

- Una cantidad, formada por la dupla: cuatro sextos (operador)

- Una cantidad discreta de los objetos de contar: doce canicas
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La relacién “de” que se establece entre ellas, puede interpretarse como “parte de” o
contenido en. En cuanto a las operaciones, el operador actua como 4,
achicador sobre la cantidad discreta dando como resultado una cantidad g de 12
menor. En la representacion aritmética escrita: si bien se reconocen los mismos componentes de
la representacion aritmética oral, en donde se combinan dos operadores una: achicar, en donde el

operador que realiza esta accion, propicia la particion de la cantidad discreta, en este caso con otro

operador que es estatico pues es sobre el que recae la accion del operador.

En el registro pictorico, la representacion que se produce presenta como componentes una

coleccion de cantidades discretas o continuas, con un subconjunto o grupo dentro de la cantidad.

Se evidencia una relacion de “ser parte de” entre la cantidad discreta 0 continua que se ha

distribuido en dos cantidades.

La operacion que se logra identificar en esta representacion muestra un operador que achica

el todo o la cantidad, al formar un subconjunto.

Finalmente en el registro gréafico, produce una representacion en donde también se
identifican una coleccion de objetos discretos o continuos, en este caso circulos, distribuidos de

manera equitativa.

La relacion de equivalencia se presenta al reconocer, en la coleccion de canicas, que la
cantidad se mantiene a pesar del subconjunto que se forma y el operador ejerce una accion de

achicar la cantidad discreta.

Desde el sistema operador, como operadores o transformadores activos achicadores y

agrandadores que pueden ser medidores de longitudes, masas, pesos, duraciones y también como
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partidores no de objetos materiales sino de unidades de distintas magnitudes, se pueden identificar

dos sistemas semidticos:
Sistema semiotico Partidor

Es considerado el sistema concreto de los racionales, pues la operacion que fundamenta este
sistema es el “partir objetos” en “partes iguales”, entendiendo que la pregunta por “iguales de qué”,

permanece oculta y corresponde a la magnitud.

La condicion “partes iguales”, es la caracteristica de este sistema, que puede hacerse bien
sea partiendo una totalidad o haciendo repartos equitativos de objetos en donde los objetos no

pierdan sus propiedades.

En el sistema partidor se identifican los siguientes registros semioticos: pictorico, figural,
gréafico, aritmético, que a su vez contiene el registro aritmético oral y registro aritmético escrito y
el registro en lengua natural. Todos los registros producen representaciones semiéticas que al

descomponerlas, se logra identificar los aspectos del sistema.
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Figura 3.

Sistema semidtico partidor
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Registros semioticos

El registro pictérico, produce representaciones semioticas a partir de objetos concretos,
desde ejemplo de alimentos como es el caso de la pizza, por citar algunos de ellos presentes en los

libros de texto.

Entre los componentes de la Representacion Semidtica (RS), se identifica un todo (en este
caso una pizza), asi como también los pedazos o porciones que componen

la pizza, que en este caso eran seis, pero de ellos ya se ha tomado un trozo.

Las relaciones en esta RS producida por un registro pictorico, se

reconoce que en la conformacion del todo (pizza), hacen parte cada uno

de los pedazos, porciones o trozos.

Las operaciones en este registro semiotico pictérico y su representacion corresponden a

partir, como la accion que transforma la pizza que deja de ser un todo para convertirse en seis
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porciones, pedazos o trozos de pizza y quitar, ya que de la pizza que estaba dividida en partes, se
ha retirado una porcion de ella, que es la que representa la fraccion, lo que indica que si no se retira

la porcion no se presenta el racional.

Es posible entonces reconocer que, en esta RS de la fraccion, los componentes muestran la
relacion entre dos cantidades, el todo, que para este caso seria una pizzay las partes en las que ella

esta dividida, a partir de la operacion realizada sobre ella.

El registro figural, parte de una forma geométrica en este
caso, el circulo para producir una RS de la fraccion, haciendo

evidente la igualdad en sus partes.

Asi, sus componentes corresponden al circulo con dos lineas

inclinadas y una linea horizontal. Ademas del color en las partes que surgen del trazo de las lineas.

Las relaciones que se identifican en este sistema de RS, corresponde a la “pertenencia” de
cada una de las partes del circulo en la figura completa. También podria decirse que se identifica
una relacion “ser parte” al identificar que el circulo se conserva a pesar de las lineas trazadas, pero
las lineas trazadas lo dividen en partes iguales, entonces hay una relacion de equivalencia entre

cada una de las partes.

La operacion que se identifica es la de trazar, rayar y no se evidencia el partir, ya que el

circulo conserva su forma, pero surge una condicion en la operacion que es la igualdad.

En el registro grafico emerge esta RS que consiste en una figura que

.ll tenga como propiedad, ser dividida en partes iguales.
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En este sentido, la RS que resulta de este registro, tiene como componentes, una forma (todo)
que tiene dos lineas verticales y una horizontal, lo que permite “ver” este caso un rectangulo que

a su vez contiene seis rectangulos de menor éarea.

Las relaciones en este sistema de registro grafico que produce esta RS de la fraccion, es una

CEANTY

relacion de “ser parte de”, “pertenencia”, asi como “igualdad” entre los rectdngulos pequefios.

Las operaciones que son las transformaciones que se generan en este caso en la RS, se
refieren a los trazos realizados en la figura del rectdngulo que originan los rectangulos mas

pequefos.

El registro aritmético que produce representaciones semidticas en el sistema partidor, se

expresa a su vez en dos registros: oral y escrito.

El registro aritmético escrito, la RS corresponde a un sistema cuyos
5 componentes son en este caso dos numeros (5 y 6), uno encima del otro, separadas

6 mediante una linea horizontal en medio de ellas.

En cuanto a las relaciones que se identifican en este sistema y atendiendo a su
registro productor, y a las condiciones de produccién, “parte y todo”, en donde la cantidad
numeérica que se encuentra en la parte inferior es el todo como operador agrandador o achicador y
la cantidad expresada en la parte superior de la linea horizontal corresponde a las partes tomadas

del todo. La linea horizontal en medio de las cantidades da cuenta de la relacion entre ellos.

Se trata de situaciones en las que un todo constituido por uno o mas objetos se divide en

“partes iguales” y se toman o consideran algunas de esas partes. Cuando escribimos o decimos
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% se quiere decir que el total se ha dividido en 6 partes iguales y que 5 trozos, corresponde a una
parte de total.

9 6

La operacion en este sistema, se identifica como “quebrar”, “partir” el todo, achicando 0
agrandando. El todo en este registro numérico y por consiguiente en la RS que se produce no es

una unidad, es una cantidad que puede ser continua o discreta.

En el registro aritmético oral, los componentes se refieren a dos cantidades numéricas en
donde la primera expresa un nimero y la segunda una cantidad ordinal “sextos”. Las relaciones se
infieren a partir de la dependencia entre la primera cantidad y la segunda que por su estructura
hacen alusién a un todo. En cuanto a las operaciones, se nota que la primera cantidad actGa como

operador agrandador sobre la segunda cantidad.

En cuanto al cociente indicado, es un recurso semiotico en el que se intenta hacer la division
pero se deja indicada y el resultado de esta divisidon es una manera de expresar el resultado de la
division.

Sistema semidtico medidor
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Partiendo de los operadores achicadores y agrandadores que le dan sentido a este sistema, la
condicion que cumplen los operadores es que son operadores sobre una magnitud. Por lo tanto, la

condicion de igualdad esta determinada por la magnitud que se agranda o achica.

Figura 4.
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En cuanto a este sistema, los registros semioticos productores de las RS, son:

Registro Lengua natural, permite identificar los siguientes aspectos del sistema de RS. Los
componentes, que para este caso son las palabras que constituyen la frase “medio litro de leche”

en donde hay una medida de capacidad (litro) y un liquido (leche).

Las operaciones que se hacen evidentes en este SRS, corresponden a medir, para determinar

que es “medio litro”, por lo tanto, también hay un operador achicador.
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Al identificar las relaciones en este registro, “ser parte de”, en cuanto la leche corresponde

a la unidad que ha sido medida con el litro.

En el registro pictorico, la representacion semidtica permite reconocer los siguientes
componentes: un recipiente para almacenar liquidos que es una jarra 'y un contenido dentro de ella,

que en este caso es la leche.

Como relaciones en esta representacion se reconoce que, si el contenido esta “dentro” del
recipiente, entonces hay una relaciéon de “ser parte de”, en donde la leche representa la cantidad

medida, que en este caso, se dice que es “un litro”.

Las operaciones dan cuenta de una accion de “medir”, en este caso la capacidad. Se asume

que es medio litro porque al medir se determina que corresponde a la “mitad de un litro”.

Surgen dos representaciones semioticas producidas por el registro grafico, que a su vez se

subdivide en dos registros: grafico métrico y grafico geométrico.

En el registro grafico geométrico, los componentes de la representacion se refieren a una
forma geométrica rectangular que a su vez se encuentra dividida en cuatro rectangulos mas

pequefios, de igual tamario.

“Ser parte de...”, es una relacidn en este sistema de representacion semidtica, porque cada
rectangulo hace parte de la forma rectangular mas grande, ademas hay una relacion de equivalencia

entre las partes.

La operacion que logra hacerse evidente para esta representacion desde las caracteristicas de

su registro es la de partir, por cuanto las lineas horizontales “cortan” la forma geométrica completa.
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En cuanto al registro grafico métrico, los componentes del sistema de representacion
semidtica corresponden a recipiente con los medidores por cada cuarto de litro, ademas del

contenido que se encuentran en el recipiente.

Las relaciones estadn determinadas por la medida de capacidad, en este caso el litro y el

recipiente que lo contiene. Hay una relacion de “ser parte de”.
La operacién que transforma los componentes y sus relaciones, es la de medir.
En cuanto al registro aritmético, se pueden identificar tres registros:

Registro aritmético decimal, en este caso, los componentes se refieren a la cantidad

presentada en el sistema de numeracion decimal O, 50 L, dado que, en el sistema medidor, la

capacidad estad medida en litros, que bien puede presentarse como decimal o como fraccién. Otro

componente es la unidad de medida, en este caso el litro.

La relacion de equivalencia se establece entre sus componentes. También es posible

identificar la relacion “de”, en cuanto hay una dependencia de la medida con respecto al litro.

Registro aritmético oral, la representacion semiética que se produce es medio I|tro, en la
que se identifican como componentes dos palabras, “medio” que implica mitad de algo y litro.

La operacion es un achicador que recae sobre el litro y hay una relacion de “ser parte de”,

entre los componentes.

Los componentes del sistema se refieren a una cantidad expresada en fraccion y “litro” como

medida estandarizada.
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Las relaciones entre estos componentes corresponden a la relacion “ser parte de”, y la

operacion se reconoce en donde el litro se presenta como un todo que es “partido” en mitades.

Ademas de los registros semidticos anteriores, se puede evidenciar un recurso semidtico
como la recta numérica, que no logra identificarse como sistema, pero desde el archipiélago

fraccionario, se considera la “isla de los puntos”.

Sistema semiotico Razdn

Se considera el sistema estatico de los sistemas de los racionales, por cuanto la pareja de
operadores establece relaciones de equivalencia y no operaciones sobre los elementos del sistema.

Este sistema surge cuando se hacen comparaciones entre magnitudes.

En el sistema razon, el registro aritmético escrito, produce una representacion que establece

[T 2]

como componentes dos operadores, en donde el signo indica la relacion entre las dos
cantidades, que propone una accién de agrandar, en este caso, pero también puede ser de achicar.
Es una accion que se reconoce en la representacion ya que no es posible determinar que uno de

sus operadores la ejerza sobre el otro.

En tanto, en el registro aritmético oral y la representacion producida: “por cada choza hay

cuatro nifios”, la representacion en si misma indica una relacion entre dos objetos. Choza y nifios.
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La relacion que se establece entre las dos cantidades de diferente dimensién como son la

chozay los nifios, implica una comparacion.

Figura 5.
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Al analizar el registro pictorico, en la representacion semidtica que se produce, que los

componentes siguen siendo choza y nifios, dada la naturaleza de ambas, se puede reconocer una

relacion parte de, que permite comparar ambas cantidades, dandole sentido al concepto de

proporcién.

Para el registro semiotico tabular, los componentes siguen siendo dos magnitudes variables

que pueden asumir diferentes valores, pero manteniendo la misma relacion, bien sea agrandadora

o achicadora.

En el caso de la probabilidad, en el registro pictorico hay cantidades de la misma naturaleza,

en donde el todo que son las canicas, es considerado el nimero posible de casos y algunas de ellas

son el numero favorable de casos atendiendo a una condicion establecida en la relacion.
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Las operaciones se consideran operaciones relacionales, en tanto la accidon que se ejerce

sobre las cantidades, es ser parte de.

En el registro lengua natural: “hay 8 canicas y 3 de ellas son rojas”, los componentes son

las canicas, con diferente color.

La organizacion del texto, da cuenta de una relacion “ser parte de”, al proponer que hay un
todo que son canicas, en este caso 8 y tres de ellas corresponden a un color diferente, lo que permite

asumir que la relacion esta determinada por una condicion, en este caso de color.

Finalmente, en el registro aritmético, hay una diferencia entre la representacion producida

por el registro aritmético oral y la representacion producida por el registro aritmético escrito.

Para la representacion semiética en el registro aritmético oral, los componentes son dos

operadores gque dan cuenta de una accién de agrandar en este caso, en la relacién entre ellos.

En el registro aritmético escrito, la representacion semidtica se identifica con un fraccionario
pero que no se puede considerar que hay una relacion parte-todo, sino que es una relacion mediada

por una condicion previamente establecida.
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CAPITULO IV. METODOLOGIA

4.1 Apuesta metodologica: La Teoria General de Procesos y Sistemas —
TGPS —, la de Modelos y Teorias — TGMT — y la de Representaciones e

Interpretaciones —TGRI—.

Cuando nos aventuramos a proponer, disefiar 0 construir un proyecto de investigacion sobre
el aprendizaje de alguna asignatura escolar, como el presente trabajo sobre la aritmética de los
numeros racionales en la Basica Primaria, acudimos en primer lugar a identificar tanto en las
teorias construidas por los miembros de las comunidades cientificas —que no son accesibles en
los libros, articulos, manuales y libros de texto— como en las teorias interpretadas, reconstruidas

y reformuladas por los sujetos maestros y alumnos, profesores y estudiantes.

En ambos contextos, pretendemos identificar aquellos aspectos de esas representaciones
semidticas externas que nos permitan conjeturar en qué modelos mentales las podrian haber estado
interpretando cada uno de dichos sujetos como agentes noético-semidticos cuando las estaban

formulando y reformulando mentalmente para expresarlas verbalmente o por escrito.

Ademas de reconocer las fuentes linguisticas mencionadas en el parrafo anterior, acudimos
en segundo lugar a las representaciones graficas en dibujos, diagramas, esquemas o figuras
producidas por los que formularon y reformularon publicamente las teorias, asi como a las que
producen los estudiantes en sus esfuerzos para interpretar y reconstruir las teorias que oyen y leen.
La ventaja que tienen estas representaciones producidas en registros semidticos graficos es que

conservan en los libros, revistas, manuales, textos, materiales educativos, tableros, cuadernos,
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libretas, hojas de borrador o pantallas de computador, algunas huellas mas directas de esos
modelos mentales internos que estamos rastreando, precisamente en el sentido en que Peirce llama
“iconos” a los signos distintos de los simbolos y de los indices, como son los diagramas y las

figuras.

Estas huellas como productos de registros semiéticos graficos o iconicos dan cuenta directa
de los componentes, la estructura y la dinamica de los modelos mentales como sistemas, pero para
reconocerlos se requiere descomponer, desagregar o analizar las teorias o porciones de las teorias
ya formuladas por escrito, tomadas como sistemas semioticos simbdlicos muy complejos, y
también analizar las figuras, esquemas o diagramas, tomandolas también como otro tipo de
sistemas semidticos iconicos muy complejos, de tal manera que posteriormente podamos extraer
todas las pistas para lograr el proposito de identificar al menos algunos rasgos de los modelos

mentales en cada sujeto cuando esta interpretando o expresando teorias o diagramas.

Después de este planteamiento inicial, y de intentar reconocer los procesos y subprocesos
que corresponden a la Teoria General de Procesos —TGP—, reinterpretada desde la Teoria
General de Sistemas —TGS—Vasco (1995, 2014) se propuso configurar una Teoria General de
Procesos y Sistemas —TGPS—, partiendo de los procesos y subprocesos reales hacia los sistemas
hipotéticos que llamamos “modelos mentales”, los cuales, a su vez, representan parcialmente
algunos de esos procesos y subprocesos reales, y sobre los cuales se interpretan las teorias y

modelos mentales por medio de los morfismos de interpretacion.

A partir de lo anterior, el proceso metodoldgico se sitda en la Teoria General de Modelos y
Teorias —TGMT— vy en la Teoria General de Representaciones e Interpretaciones —TGRI—,

siguiendo el siguiente esquema:
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Figura 6.
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En la teoria matematica sobre los sistemas de nUmeros racionales con sus objetos, relaciones

y operaciones, y la meta-teoria que, para este caso, es de tipo semiotico; una cosa es el nivel de

produccion de nuevas representaciones semioticas y su manejo por tratamientos y conversiones y

el nivel de interpretacion de representaciones semidticas producidas por otros, y otra cosa es el

nivel metatedrico sobre el cual intentamos reconstruir sus modelos a partir de los morfismos de

interpretacion considerados como los recursos semidticos y linglisticos con los cuales un agente

noético-semiotico, activo y dinamico, intenta comunicar el modelo mental que ha construido, y en

torno a los morfismos de expresion de intentos de comunicacion que parten de otros agentes.

Ambos niveles requieren del reconocimiento del modelo como sistema con la triada sustrato,

estructura y dinamica y de las tres categorias clave de la TGRI: representar, interpretar y



lenguajear. Son estos dos primeros aspectos, llamados morfismos o flechas, las herramientas con

las que se enlazan los modelos hacia las teorias.

La expresion “modelos tedricos” que se encuentran en algunos documentos corresponde a
las combinaciones de los modelos mentales entrelazados con las interpretaciones de la teoria
matematica de que se trate, tenida por aceptada por las comunidades de expertos y de maestros,

que para este caso es la de los numeros racionales.

El proceso metodoldgico llevado a cabo va de la teoria publicamente accesible de los
nameros racionales —como asumimos que estaria interpretada en los modelos mentales estaticos
y dindmicos que les atribuimos a la comunidad cientifica de la Did4ctica de las Matematicas, los
autores de los libros de texto y a los docentes—hacia los modelos mentales estaticos y dinamicos
que construyen los alumnos a partir de las representaciones publicas producidas por ellos mismos
en distintos registros semiéticos como el lenguaje natural verbal oral y escrito, el lenguaje técnico-

simbdlico de la aritmética escolar o en otros registros gestuales y gréaficos.

El siguiente esquema muestra la ruta metodoldgica con la que se pretendid dar respuesta a
la pregunta de investigacion desde el presente estudio, partiendo de la TGPS y la TGMT para
reconocer en las teorias sobre los racionales, que son entendidas como sistemas semidticos
publicos el punto de partida para tratar de reconstruir los modelos mentales de los estudiantes como

sistemas (TGPS), lo que nos sitla de nuevo en la TGMT mediada por la TGRI.
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Figura 6.
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Siguiendo la gréfica, se presentan a continuacion cada uno de los pasos de manera detallada:

4.2 El transito entre la TGPS-TGMT y la TGRI:

4.2.1 Entre la TGPS y la TGMT. Identificacion de la teoria de los racionales como sistema 'y
construccién de los modelos sobre los racionales para interpretar las teorias desde los morfismos

de interpretacion y expresion:

La pregunta de investigacion surge en el analisis de las teorias que se expresan a partir de
los morfismos de expresion, con los cuales se hacen explicitos los modelos construidos por los
autores, autores de libros de texto y maestros, acerca de los fendmenos de la realidad con procesos

y subprocesos que puede ser explicada, comprendida y/o intervenida.

Sin embargo y a pesar de inferir los fendbmenos, no es suficiente su identificacion pues se
requiere de un proceso metatedrico que permita develar en las teorias sus elementos constituyentes
y es alli donde se desarrolla por parte del agente —noético-semidtico, en este caso el investigador,
un ejercicio analitico y sintético sobre las teorias, que implica descomponer y desagregar las teorias
identificadas como sistemas que requieren una interpretacién subjetiva reconocida como modelo,
considerado por Vasco (2013), un sistema mental que se construye para representar un proceso,

subproceso u otro sistema.

Como producto de este primer paso metodoldgico surgieron los sistemas conceptuales de
los racionales con sus sistemas de representacion semidtica que ya fueron ampliamente

presentados en el marco teorico.

En todo este proceso de ir a las teorias e interpretarlas desde los modelos, ocurre la

actividad semidtica que permitid identificar las teorias, pues esta es considerada teoria si esta



formulada en un lenguaje articulado, asi como comunicar una teoria; por lo tanto, la TGRI permea

la actividad ontologica y epistemologica, lo que lleva al siguiente paso metodologico:

4.2.2 Entre la TGPS — TGMT y la TGRI. Reconstruccion de los tratamientos y conversiones de
las representaciones semioticas a partir del analisis de la semiosis expresiva e interpretativa

presente en la actividad matematica de los nifios y nifias de quinto grado:

Solo la Teoria General de Procesos y Sistemas (TGPS) y la Teoria de Modelos y Teorias
(TGMT) no basta, se requiere la conexion entre ellas, para expresar hacia afuera los modelos
mentales privados y para interpretar las teorias de los demas en modelos mentales publicos. Para
ello surge la semidtica como teoria de la representacion y la comunicacion, en la direccién de la
produccion de representaciones como expresion de los modelos mentales y en la direccidn opuesta

de interpretaciones de otras representaciones en los modelos mentales propios.

Por lo tanto, la base del analisis esta en la Teoria General de Modelos y Teorias pero esta,
a su vez, requiere de una teoria semiotica que permita observar y determinar con cierto rigor, lo
que representan, interpretan y lenguajean, en primer lugar los autores, autores de libros de texto y
maestros y para se acude a la Teoria General de Representaciones e Interpretaciones — TGRI como

sistema.

La metodologia parte de la TGMT, que se convierte en un proceso abstracto al subir de
nivel (a un metanivel), para analizar las teorias, descomponerlas e interpretarlas desde la
construccién de los modelos que se reconocen los modelos como sistemas que tienen
componentes, operaciones y relaciones, y se distinguen estos modelos mentales sistémicos de los
sistemas linguisticos técnicos de las matematicas elementales y sus diversas variantes mas o menos

cercanas al lenguaje natural materno de los estudiantes o al lenguaje técnico de los expertos.
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A manera de ejemplo podemos reconocer que hay una subteoria de las interpretaciones de
las representaciones semioticas usuales del numero racional desde sus tres aspectos: como objeto,
como relator y como operador, lo que nos ha permitido ver que para los estudiantes hay nimeros
gordos y flacos, que hay numeros monstruos agrandadores, achicadores y empujadores, y nos

permite ubicar las razones como relaciones desde Euclides.

La expectativa de esta tesis es que la teoria de Duval nos permite identificar en la actividad
noético-semiotica expresiva e interpretativa de los estudiantes, los morfismos de representacion e
interpretacion, al asumir que tanto el nifio como el maestro, el matematico y el investigador somos
agentes noético-semidticos que orientamos nuestra accion por la comunicacion a través de

distintos lenguajes, signos y simbolos.

En este sentido, en atencidn a los postulados de Duval, al enfoque noético-semidtico se le
atribuye un papel esencial a los procesos de formacién y manejo de las representaciones mentales
(noesis) y a las diferentes representaciones semiéticas producidas por los diferentes registros
semioticos. La disponibilidad y el uso que se hace de las representaciones, se considera un aspecto
imprescindible para la construccion de los objetos matematicos, teniendo en cuenta que la semiosis

no es espontanea y esta mediada por el proceso de aprendizaje.

La representacion semidtica es un producto del proceso de representar una noesis de dentro
hacia afuera (semiosis expresiva o proyectiva) y el de interpretar una representacion semiética de
afuera hacia adentro (semiosis interpretativa o inyectiva). Ambos procesos son diferentes y en el
proceso expresivo lo primero es seleccionar un registro y luego producir la representacion
semidtica de acuerdo con la sintaxis del registro, antes de los tratamientos intra-registro o las
conversiones inter-registros. En el proceso interpretativo hay que identificar primero el registro en

el que podrian haber sido producidas las representaciones.
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Para abordar metodoldgicamente este planteamiento tedrico propuesto por Duval (1999),

el tratamiento de los datos requiere elementos linguisticos y semidticos que permiten reconocer:

- La diversificacion de los registros de representacion, teniendo en cuenta que el lenguaje
natural no es el Unico registro semidtico que se emplea en la actividad matematica, puesto
que los simbolos y otras formas representacionales no pueden considerarse dentro de un
solo registro.

- Ladiferenciacion entre representante y representado, es decir, entre forma y contenido de
una representacion semioética. Esta diferenciacion estd asociada a la comprension de lo
representado y, por lo tanto, la posibilidad de asociar otras representaciones y de integrarlas
en los procedimientos de tratamiento.

- La coordinacion entre los registros de representacion semidtica disponibles a partir de la

identificacion de las reglas de correspondencia que se dan entre dos 0 mas registros.

Con este planteamiento de Duval, se fundamenta la necesidad de recurrir a un estudio con
un enfoque semiotico, pues “la actividad conceptual no puede ser desligada de la actividad
semiotica, porque la comprensién conceptual estd vinculada al descubrimiento de la invarianza

entre representaciones semioticas heterogéneas” (1999, p. 60).

El producto de este segundo paso, que trae consigo a su vez dos momentos: semiosis
interpretativa y semiosis expresiva es el Sistema de Representacion Semiotica de los sistemas
conceptuales de los racionales que se realiza mediante los morfismos de expresion e interpretacion
es la reconstruccién de la actividad semiotica que despliegan los estudiantes al resolver situaciones

con ndmeros racionales.
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En este paso y como categorias iniciales de analisis se tuvieron en cuenta los sistemas
numéricos conceptuales sobre el conjunto de los numeros racionales y sus sistemas de numeracion
como registros de representacion semidtica para el manejo y comunicacion de dichos sistemas

numeéricos que se encuentran en el marco teorico.

4.2.3 Desde la TGRI hacia la TGMT. Interpretacion de la teoria sobre los racionales que poseen
los nifios y nifias de quinto grado a partir de la reconstruccion de los modelos mentales privados

asociados a las transformaciones semidticas que ellos realizan:

Este momento se inicia a partir de la semiosis interpretativa, que como se ha dicho antes,
empieza con la identificacion de los registros sobre los cuales los nifios como agentes noético —
semioticos producen representaciones o los registros sobre los cuales las actividades en la clase de

matematica propuestos y realizan transformaciones semioticas.

Para ello, se cuenta con los modelos de los sistemas conceptuales de los racionales y sus

sistemas de representacion semidtica, haciendo evidente:

- El invariante dentro del mismo registro semiético que emerge en el tratamiento de las
representaciones semiéticas.
- El invariante entre registros semiéticos que emerge en la conversion de las

representaciones semidticas.

El producto que se espera obtener de este tercer momento es la reconstruccion de los
modelos mentales de los nifios sobre los racionales que se infiere desde la seleccion y la
identificacion de los registros semidticos que hacen los nifios, de los procesos de tratamiento que

se hacen entre el mismo registro semidtico y al interior de cada uno de los sistemas conceptuales
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de los racionales y la actividad de conversion entre registros bien sea al interior del mismo sistema

conceptual o entre los sistemas que se despliegan en la actividad matematica.
4.3 Tipo de investigacion

Tal como se viene presentando a lo largo del documento, se reitera que desde el enfoque
de TGMT y la TGRI y dada la pretension del estudio, se acoge una perspectiva cualitativa
comprensiva en tanto se hace un ejercicio inferencial que parte de la produccién e interpretacion
de las representaciones semidticas y sus transformaciones que realizan los nifios de quinto grado

en la actividad matematica que despliegan en un entorno natural de aula.

La reconstruccion de los aspectos de los modelos mentales sobre los racionales no se hace
desde una logica deductiva aunque se cuente con categorias iniciales de analisis que se
construyeron a partir de inferir los aspectos de los modelos y las teorias propuestas por autores y

maestros.

El ejercicio inductivo que se tuvo en cuenta en el analisis permitié emerger de los datos,
aquellos aspectos de los modelos mentales que se hacen presentes en la produccion e interpretacion
de representaciones semidticas y en las transformaciones semidticas que realizan los nifios de

quinto grado.

Por lo tanto, no se trata de comprobar hipotesis o validar las teorias existentes, sino aportar
a la comprension que poseen los nifios de los sistemas conceptuales de los racionales, adoptando

una perspectiva noético-semidtica como recurso analitico.

4.4 Disefno de la investigacion
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Antes de iniciar la descripcion de lo ejecutado, para llegar a obtener los datos que permitieron
reconstruir los aspectos de los modelos mentales sobre los nimeros racionales, se requiere ubicar
dentro de la metodologia de investigacion (TGPS-TGRI-TGMT), el agente como un subproceso,

que tal como lo propone Vasco (2014),

Cada uno de nosotros actla, acciona o reacciona, se defiende o ataca, se deja llevar o se
resiste a esos procesos Y, en la experiencia del actuar, de la accién o actividad, va tomando
conciencia de que él o ella es también un cierto tipo de proceso, 0 mejor, apenas un cierto
tipo de subproceso separable, asi sea muy dificilmente, de muchos otros procesos

indefinibles. (p. 26)

Los agentes en el proceso investigativo, los llamamos sujetos o personas que pueden hacer
parte de un universo o totalidad o pueden ser considerados participantes en el estudio. En
cualquiera de los casos, los sujetos “agentes” dejan entrever sus modelos en sus discursos,
actuaciones y comportamientos, por lo tanto, se convierten en agentes noético-semidticos desde
Duval, al comprender que lo que se reconoce como semidtico es el resultado de la noesis de un

agente cuando trata de comunicar o interpretar la realidad.

4.4.1 Sujetos de la investigacion: Agentes noético-semidticos

Para la seleccién de la unidad de trabajo y por consiguiente de los sujetos participantes en el
estudio, fue necesario revisar dentro de los estandares basicos de competencias del MEN (2006),
la aparicion del concepto de racional dentro de los contenidos escolares del area de matematicas y
se encontrd que de acuerdo con los lineamientos curriculaes, para quinto grado, se sugieren los

siguientes estandares:
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- Interpreto las fracciones en diferentes contextos: situaciones de medicion, relaciones parte
todo, cociente, razones y proporciones.

- ldentifico y uso medidas relativas en distintos contextos.

- Utilizo la notacion decimal para expresar fracciones en diferentes contextos y relaciono

estas dos notaciones con la de los porcentajes

Teniendo en cuenta lo anterior, la unidad de trabajo corresponde a dos grupos de quinto
grado de una institucion educativa publica de Manizales, el primer grupo con 20 estudiantes y el
segundo grupo con 26 estudiantes. Las edades de los nifios se encuentran entre 10 y 13 afios, ambos
grupos son mixtos pero con un porcentaje mayor de nifios que de nifias; el estrato socioeconémico
al que pertenecen los nifios y nifias esta entre el uno y el tres, todos los nifios y nifias viven con
sus familias conformadas por cuatro miembros en promedio, se encuentran en buen estado de salud

y con condiciones escolares adecuadas.

Al recoger la informacion derivada de las actividades realizadas por los 46 estudiantes se
seleccionaron seis estudiantes (tres estudiantes de cada grupo), con quienes se hizo el anélisis final

y por ello son considerados los participantes en el estudio.

4.4.2 Participantes en el estudio

De acuerdo con la pregunta de investigacién y los objetivos propuestos, despuées de haber
recogido toda la informacion en ambos grupos, se seleccionaron los datos teniendo en cuenta los

siguientes criterios de inclusion:

- La edad: se privilegiaron los datos de los nifios que se encontraban entre los 10 y los 13

afios correspondiente a la edad establecida para los nifios que se encuentran en grado
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quinto, de tal manera que no se contara con estudiantes extraedad. Se solicité ademas con
el consentimiento informado de la institucion y de los padres de familia.

- El nivel cognitivo: se indag6 con la maestra acerca de la historia académica de los nifios y
nifias, de tal manera que se pudiera constatar que atendia al momento evolutivo y a la edad
y el grado de tal manera que al momento de desarrollar las actividades propuestas no
presentaran dificultades relacionadas con el aprendizaje.

- El nivel de participacion de los nifios, asi como su disponibilidad para brindar informacion
adicional que permitiera constatar los procesos noetico-semiéticos presentes en la actividad
matematica.

- Se tuvo en cuenta en la seleccion de la informacion, el material que contd con mayores
recursos semidticos empleados por los nifios y nifias, de tal manera que se pudieran
evidenciar las representaciones semioticas que producen e interpretan y las

transformaciones semidticas que realizan.

Atendiendo a los anteriores criterios de inclusion, la caracterizacion de los estudiantes

finalmente seleccionados, se presenta en la siguiente tabla:

Tabla 2. Participantes en el estudio

Cadigo Género Edad Desempefio
asignado Académico
Estudiante 1 Masculino 13 Medio
Estudiante 2 Masculino 11 Medio
Estudiante 3 Masculino 13 Alto
Estudiante 4 Femenino 11 Alto
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Estudiante 5 Masculino 11 Superior

Estudiante 6 Masculino 12 Alto

4.4.3 Contexto de aplicacion: El cronotopos

Dado que desde el proyecto de investigacion se propuso un ejercicio de exploracion en un
ambiente natural de aula, todas las situaciones propuestas a los nifios y nifias de quinto grado

fueron realizadas en la clase de matematicas con la presencia de su maestra.

Se realizaron cuatro sesiones, cada una de ellas con dos actividades, el trabajo de campo se
realizd por espacio de dos meses en ambos grupos, en donde se cont6 con una actividad semanal
que se llevaba al aula habiendo tenido una previa preparacion de la agenda con la maestra de tal
manera que no se interfiriera en las actividades escolares cotidianas. Las actividades propuestas

fueron desarrolladas con los nifios por un espacio de tres horas cada sesion.

La investigadora con apoyo de la maestra presentaba la actividad a los estudiantes, se
presentaban las instrucciones para su resolucién, se aclaraban las dudas que planteaban los

estudiantes y se procedia a observar su desempefio durante la ejecucion.

En algunos momentos de la realizacién de las actividades se hicieron algunos videos, por
considerarlos necesarios para tener evidencias del tratamiento y la conversion de las
representaciones semioticas que realizan los nifios durante la actividad matematica, dada la

posibilidad de volver sobre la actividad cognitiva realizada in situ.

En algunos casos y después de haber revisado el material que proporcionaban los nifios, se

requirié la realizacion de algunas preguntas adicionales por parte de la investigadora que pudiera
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aclarar algunas de las respuestas. Esta entrevista se realizo en un espacio diferente al aula ya que

solo se hizo con los seis estudiantes seleccionados.

Atendiendo a las implicaciones éticas que conlleva la investigacion educativa, las
actividades propuestas se desarrollaron con la totalidad de los estudiantes de ambos grupos, por

considerarla una experiencia de aprendizaje de la cual no era necesario excluir a ningun estudiante.

4.5 Procedimiento: Obtencion de la informacion

Desde la apuesta metodoldgica basada en la TGPS, TGRI y la TGMT con los pasos alli

expuestos, se realizaron las siguientes acciones:

4.5.1 Operacionalizacion de las categorias.

El ejercicio de operacionalizacion surge a partir de la reconstruccion de los modelos para
interpretar las teorias de los matematicos, autores de libros de texto y maestros que permitiera

determinar las técnicas e instrumentos de recoleccion de informacién.

Para determinar las técnicas de recoleccion de informacion se acude a la perspectiva noético-
semidtica propuesta por Duval (2017) al afirmar que en la actividad matematica ocurren las
transformaciones semidticas que permiten el acceso a los objetos matematicos, al reconocer el

mismo objeto en diferentes representaciones.

La primera version de los instrumentos de recoleccién de informacion parte de una
investigacion previa sobre “La clase multimodal: Formacion y evolucion de conceptos cientificos”
(\Vasco, Tamayo, Suarez, Garcia y otros, 2007) en donde se disefié una prueba de exploracién de
ideas previas con estudiantes del grado séptimo para identificar el concepto de numero racional

que tenian los estudiantes después de haber adquirido este concepto desde el grado quinto.
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Algunas de las actividades propuestas en esta investigacion sirvieron de base para el disefio
de la primera prueba piloto, especialmente en el tipo de pregunta y la pertinencia de la actividad

para los nifios del grado quinto.

Tanto el instrumento de la investigacion previa, como las dos pruebas piloto, permitieron
validar la técnica de recoleccion de informacion que correspondid a un cuestionario abierto y una

entrevista de corte didactico.

4.5.2 Aplicacion de prueba piloto.

Los instrumentos de recoleccidn de informacion fueron validados mediante dos pruebas piloto,
realizadas previamente a otros estudiantes de quinto grado con condiciones y caracteristicas
semejantes a la unidad de trabajo definida finalmente: La primera prueba piloto, tomé como
referencia las investigaciones realizadas por Hart (1988) quien partié de los cinco constructos
propuestos por Kieren y recogiendo algunos componentes de la investigacion de Kieren, Nelson

& Smith (1985), centrada en la particion como mecanismo constructivo.

En este sentido, se disefiaron tres instrumentos que recogieran los cinco constructos pero
ademas enfocados en la particion como aspecto central considerado en la teoria de Kieren (1980,
1983,1988). Los tres instrumentos fueron entregados a los nifios y nifias para que ellos

desarrollaran las actividades matematicas propuestas.

El instrumento 1 contenia dos situaciones, una de ellas de particién de cantidades continuas

y la segunda actividad la ubicacion de frecuencias en una gréafica pastel.

El instrumento 2, proponia dos actividades de particion en cantidades continuas y otra

particion en cantidades discretas, la tercera actividad sugeria el empleo del concepto de razon.
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El instrumento 3, continuaba explorando la nocion parte-todo, el racional como cociente y

el racional como medida.

Al igual que en la prueba final, este primer piloto se aplicd en un contexto de aula al grupo
de estudiantes presentes en el aula con la participacion de la maestra durante las actividades y con

la observacion del desempefio de los estudiantes en toda la ejecucion.

Al terminar la aplicacion se reconocieron algunos aspectos a mejorar en el disefio de los

instrumentos tales como:

- Las actividades propuestas privilegiaban la particibn como mecanismo constructivo tal
como lo propone Kieren (1983), lo que resultaba ser inducido en la actividad.

- Dadas las limitaciones de espacio de la hoja de papel en donde se proponian las actividades,
el constructo de medida presentaba dificultades para hacerse evidente debido a que los
nifilos no contaban con un instrumento de medida como la regla.

- Algunas actividades generaron permanentemente preguntas a los nifios debido a las
dificultades de comprension, lo que llevé a modificarlas para la segunda aplicacion.

- El empleo del cuestionario abierto como Unica técnica de recoleccion de informacién es

limitado para identificar los procesos de tratamiento y conversion.

Con el fin de determinar la confiabilidad de los instrumentos propuestos se realizd un
segundo pilotaje con otros nifios y nifias que presentaran caracteristicas similares a los nifios y

nifias de la primera aplicacion, pero haciendo los ajustes pertinentes a los instrumentos.

Para esta segunda prueba piloto, se incorporo la entrevista didactica al finalizar el

desarrollo de las actividades de tal manera que se pudiera contrastar la informacion del cuestionario
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diligenciado, con el “pensamiento en voz alta” de los nifios y nifias, ademas se pudiera indagar con

los estudiantes las transformaciones semiéticas realizadas.

4.5.3 Disefio y aplicacién final de instrumentos de recoleccion de informacion:

A partir de los modelos de los racionales construidos a partir de la teoria existente y
tomando como referente el “Archipiélago Fraccionario” de Vasco (1994), el texto de “Las
Fracciones” de Fandifio (2009) y la perspectiva semiotica de Duval (1999, 2017), se realizoé una

nueva operacionalizacion de categorias que dio origen a los instrumentos finales.

Por lo tanto, se propusieron actividades matematicas en donde se involucraron los cuatro
sistemas conceptuales de los racionales con sus sistemas de representacion semiotica también

construidos por parte de la investigadora.

En cada actividad se realizaron preguntas que provocaran la actividad semidtica, en
algunos casos proponiendo los registros de representacion semiotica y en otros casos permitiendo
que los nifios y nifias seleccionaran los registros semioticos sobre los cuales producirian sus

representaciones semidticas.

Al revisar investigaciones realizadas por Duval (1999, 2004, 2006, 2017); D’Amore
(2007); Fandifio (2009) y Rojas (2014) desde una perspectiva semi6tica surgen ocho actividades
de resolucién de problemas, partiendo de situaciones cercanas al contexto de los nifios y nifias de

quinto grado.
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Figura 8.

Categorias y actividades propuestas en el estudio

| Actividad matematica |

A4 \ 4
Resolucidn de situaciones Interpretacion de situaciones
(semiosis expresiva o proyectiva) (semiosis interpretativa o inyectiva)
Actividad 1: “Libros| Actividad 2: [ Actividad 3: los | [Activided 4: "Los|| Activided5:°f | | Actividad6:"los | s Actividad 8:
| \ para leer” | "Reparticién de la :"::6:' de la dulces | helados™ Zooldgico" d—-L———-—‘b"'N‘”‘d‘ 7":’""’ en lo recto numérico” “Representemos el
| torta : E— I — | aturales’ |

tiempo"

Tal como se explica en la gréafica, se hizo necesario diferenciar durante la actividad
matematica, la semiosis interpretativa que parte de la identificacion del registro semiético, de la
semiosis expresiva que inicia con la seleccién del registro semidtico y continla con las
transformaciones semioticas de tratamiento y conversion. Para ello fue necesario caracterizar cada
actividad matematica de tal manera que al proponerla a los estudiantes se pudiera provocar

intencionalmente uno de los actos de semiosis bien sea interpretativa o proyectiva.
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Tabla 3.

Disefio de instrumentos

Actividades propuestas

Sistemas conceptuales
de los racionales

Sistemas de

representacion semidtica

Semiosis expresiva

Semiosis
inte rpretativa

Actividad 1: ""Libros para
leer ™"

Sistema partidor:
cantidades discretas

Representacion tabular

Representacion grafica
Representacion en lengua
natural

Seleccioén del registro semiético
y produccién de la
representacion

Transformaciones semiéticas:
Tratamiento de RS dentro del
registro

Conversiones entre registros de
RS

Identificacion del
registro semiético e
interpretacion de la

representacion

Actividad 2: ""Reparticién
de la torta ™"

Sistema partidor:
cantidades discretas

Representacion grafica

Representacion en lengua
natural

Seleccion del registro semiético
y produccion de la
representacion

Transformaciones semidticas:
Tratamiento de RS dentro del
registro

Conversiones entre registros de
RS

Identificacion del
registro semioético e
interpretacion de la

representacion

Actividad 3: ""Los dulces "

Sistema partidor:
cantidades continuas

Representacion pictérica
Representacion grafica

Representacion en lengua
natural

Representacion numérica

Seleccidn del registro semiético
y produccion de la
representacion

Transformaciones semidticas:
Tratamiento de RS dentro del
registro

Conversiones entre registros de
RS

Identificacion del
registro semioético e
interpretacion de la

representacion

Actividad 4: ""Los
helados ™"

Sistema razon

Representacion pictérica

Representacion grafica

Representacion numérica

Seleccion del registro semiético
y produccién de la
[representacion |
Transformaciones semiéticas:
Tratamiento de RS dentro del
registro

Conversiones entre registros de
RS

Identificacion del
registro semiético e
interpretacion de la

representacion

Actividad 5: "EIlL
Zoolégico™*

Sistema operador

Representacion gréafica

Representacion en lengua
natural

Representacién numérica

Seleccioén del registro semiético
y produccién de la
representacion

Transformaciones semiéticas:
Tratamiento de RS dentro del
registro

Conversiones entre registros de
RS

Identificacion del
registro semiético e
interpretacion de la

representacion

Actividad 6: ""Los dibujos
de Ciencias Naturales**

Sistema operador

Representacion pictérica

Representacion grafica

Representacién numérica

Seleccion del registro semiético
y produccion de la

representacion
Transformaciones semiéticas:

Tratamiento de RS dentro del
registro

Conversiones entre registros de
RS

Actividad 7: ""Ubiguemos
en la recta numérica ™"

Sistema medidor

representacion figural

Representacion en lengua
natural

Representacion numérica

Seleccién del registro semiético
y produccién de la

representacion
Transformaciones semidticas:
Tratamiento de RS dentro del
registro

Conversiones entre registros de
RS

Identificacion del
registro semioético e
interpretacion de la

representacion

Actividad 8:
""Representemos el

tiempo™*

Sistema medidor

Representacion grafica

Representacion numérica
Representacion en lengua
natural

Seleccién del registro semiético
y produccién de la
rep resentacion

Transformaciones semiéticas:
Tratamiento de RS dentro del
registro

Conversiones entre registros de
RS

Identificacion del
registro semiético e
interpretacion de la

representacion
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4.6 Plan de procesamiento y sistematizacion de la informacion

Figura 7.

Plan de analisis de la informacion

Actividad
matematica
(situaciones con
racionales)

e = = == )

Actividad noético — semidtica

de los nifios

Paso O. Seleccidn del episodio sobre el
cual inicia la actividad semiética

Semiosis Expresiva Semiosis Interpretativa

Paso 1b. Seleccién del registro semidtico y Paso 1a. Identificacion del registro semidtico
produccién de la representacién e interpretacion de la representacion

L;

Paso 3. Transformaciones semidticas:
Conversiones entre registros de RS

Paso 2. Transformaciones semiéticas:
Tratamiento de RS dentro del registro

l l
¥

Contenido de la representacion

¥

Modelos mentales de los racionales

Actividad noético — semiotica
de la investigadora
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Dado que la actividad semiotica inicia con la actividad matematica que realizan en este

caso los nifios de quinto grado, en el ejercicio de analisis, se consideraron los siguientes momentos:

4.6.1 Momento Descriptivo: Analisis de la actividad noético-semiotica realizada por los nifios

Para el analisis descriptivo se acoge la teoria de Duval al enfatizar en la estrecha relacion
entre noesis y semiosis, desde la produccion o interpretacion de una representacion identificable
en algun registro; el tratamiento y la conversion lo que requiere su coordinacion por parte del

sujeto que en este caso es el nifio quien la efectla.

Por lo tanto, a partir de los datos obtenidos en la actividad noético-semidtica realizada por
los nifios y niflas de quinto grado, se realiza un analisis descriptivo para reconocer las
representaciones y transformaciones semidticas a través de la actividad matematica bien sea desde
la semiosis interpretativa o inyectiva, que corresponde a la interpretacion que hace el estudiante
de las representaciones semidticas que le propone el docente o desde la semiosis expresiva o
proyectiva que implica la produccién de representaciones semioticas, asi como su tratamiento y

conversion.

La estructura de este primer momento del analisis partié de las situaciones matematicas
sobre la cual se inicia la actividad noético-semidtica que sugiere la semiosis interpretativa o la

semiosis expresiva.

Para realizar este andlisis se conté con la siguiente matriz:



Tabla 4.

Matriz de analisis

Actividad Cognitiva/semiédtica

Categoria

Subcategorias

Identificacidon/seleccion del registro semiotico
(identificacién de unidades constitutivas del registro
yde la representacién producida)

Recursos

Determinacion de unidades elementales a partr
de los elementos propios del registro

Reglas de conformidad

Reconocimiento de las condiciones para que las
unidades constitutivas del registro permitan la
construccion de una representacion coherente

operaciones

isomorfismos, elementos propios del registro que
permiten las operaciones del fratamiento

Tratamiento de la representacion semidtica
(aspectos dentro del registro que permiten el
despliegue de la representacion)

elementos como el borrado, coloreado, frazos

Operaciones

Recursos o .
con regla, distribucion del espacio
Reglas de derivacion, produccidn, coherencia
L temética, reglas asociativas de contiguidad y
Expansion similitud
discursiva

Reglas de produccion, coherencia tematica,
condensacion, reglas asociativas de contiguidad
y similitud

Contraccion

Reglas de derivacion, de naturaleza inferencial,
sustitucion

Reformulacién

Empleo de ofros términos para expresar lo mismo
(parafrasis)

Conversion de la representacion semiética
(Comparacion de la dupla de representaciones de
diferente registro)

Correspondencia

Identifica las unidades significantes tanto en el registro

congruencia

semantica de partida como en el registro de llegada
A cada unidad significante elemental de la
Univocidad representacion de salida solo le corresponde una
Criterios de semantica unidad significante elemental de la representacion de

llegada

Organizacion de
las unidades
significantes

Las organizaciones respectivas de las unidades
significantes de las dos representaciones comparadas
conducen a aprehender las unidades en
correspondencia semantica segun el msmo orden en

las dos representaciones

Teniendo en cuenta los criterios descritos en la matriz, se procedié a analizar la actividad

noético-semiotica realizada por los nifios, con el fin de identificar los aspectos semioticos que

entran en juego en la actividad matematica.
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Antes de volver nuevamente a la Teoria General de Modelos y Teorias — TMGT—, emergio
un momento intermedio que requirié el analisis de los hallazgos derivados de la actividad noético-
semidtico y de los modelos conceptuales de los racionales (institucional/personal) y corresponde

al contenido de las representaciones semioticas.

4.6.2 Momento interpretativo: Identificacion del contenido de las representaciones que
permanece bajo las transformaciones semiéticas realizadas por los nifios y nifias de quinto

grado

Este segundo momento se considera interpretativo ya que requiere que la investigadora
infiera a partir de las transformaciones semioticas realizadas por los nifios, el contenido de la
representacion, es decir el “invariante”, pese a los cambios en las representaciones dentro del
mismo registro o lo que es més relevante a las transformaciones que ocurren con los cambios de

registro dadas las reglas de conformidad de cada uno de ellos.

Para la realizacion de este analisis fue necesario poner en correspondencia al menos dos
representaciones semioticas de diferentes registros producidas a partir de la actividad de
conversion. Es en esta actividad que es posible comprender la naturaleza de la relacidn entre noesis

y semiosis propuesto desde Benveniste y acogido por Duval (1995/1999) en su teoria.
Por lo tanto, la actividad interpretativa tuvo en cuenta los siguientes pasos:

- Comparacion de las representaciones semidticas del registro de partida y de llegada.
- Coordinacion de registros de representacion semiotica del registro de partida con respecto

al registro de llegada.
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Identificacion de los aspectos que se conservan en las unidades significantes tanto en el

registro de partida como en las unidades significantes que corresponden en el registro de

llegada.

Diferenciacion de los aspectos semidticos derivados de las transformaciones de tratamiento

y conversion, de los aspectos conceptuales que se conservan en las unidades significantes

de ambas representaciones.

Figura 8.

Identificacién del contenido de la representacio

n

( Transformaciones semioticas

Tratamiento de RS dentro
del registro

Conversiones entre
registros de RS

|

Registro de partida:

Representacion semiodtica 1

Registro de llegada:
Representacion semidtica 2

M
Relacién
Criterios de entre
congruencia unidades

significantes

Contenido de la representacion
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4.6.3 Momento noético-semiotico de reconstruccion de los modelos mentales de los racionales

de los nifios y nifias de quinto grado a partir de los contenidos representacionales

En esta Gltima etapa del proceso metodolédgico fundamentado en la TGPS — TGRI y es la
TGMT que parte de la reconstruccion de los modelos mentales privados de los nifios y nifias de
quinto grado que nos lleva a la teorizacion a traves de morfismos o flechas de representacion de
los modelos y de los morfismos o flechas de interpretacion de las teorias. Finalmente volvemos a

la comprension de los modelos como sistemas con su triada sustrato/dindmica/estructura.
Figura 11.

Trayectoria de los aspectos del modelo mental sobre los racionales

Transformaciones

semioticas
" hetividad l
matematica
\ ¥ o iig Modelos mentales
o { privados
Pao 1b. Seleccién del registro semiotico y Paso 1a. identificacién del registro semictico ¢
V:\dm(mklr‘omma.ml/{ irterpretacion de b representacidn | Contenido de Ia - -

e
Pasn 2, Transhors semidicas: ranstor " ta
e e R | representacion
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Capitulo V. SISTEMATIZACION DE LA
INFORMACION

En la investigacion cualitativa, uno de los momentos fundamentales en el proceso
metodoldgico, se refiere al tratamiento de la informacion y los datos (Coffey & Atkinson, 2003).
En este sentido, autores como Miles y Huberman (1994); Dey (1994) y Wolcott (1994) proponen
acciones diferenciadas que inician con el procesamiento de la informacion y el tratamiento de los

datos hasta llegar a la interpretacion y obtencion de conclusiones.

Apoyados en los modelos propuestos por estos autores se presenta la manera como se llevd
a cabo el proceso de sistematizacion de la informacion, partiendo de Wolcott (1994) cuando
propone tres momentos: Descripcion, analisis e interpretacion. Teniendo en cuenta que el analisis
Se compone a su vez de otros procesos, se adopta lo expuesto por Miles y Huberman (1994) cuando
proponen que el analisis requiere: la reduccion de los datos, exposicion de los datos y el

establecimiento de conclusiones.

Conjugando los procesos tanto de Wolcott (1994) como de Miles y Huberman (1994), la
sistematizacion inicia con la organizacion y clasificacion de la informacion recolectada en el
trabajo de campo que a partir del andlisis permitio seleccionar la informacién relevante dando paso

a los datos que finalmente corresponden a los hallazgos.

Los momentos o etapas del proceso se presentan tal como aparece en la siguiente gréfica:
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Figura 9.

Proceso de sistematizacién y analisis de datos

@ Descripcion @

Analisis de
dela
. .. datos
informacion
v |
Reduccion de ~ Exposicion de
los datos los datos

@ \2

Interpretacion

En la trayectoria entre la TGMT en donde se exponen los modelos y las teorias en torno a
los racionales que corresponden a los modelos institucionales expresados e interpretados a través
de la TGRI desde el enfoque noético-semiotico de Duval, se construyeron los instrumentos de
recoleccion de informacion que después del trabajo de campo requirieron de la organizacion y
clasificacion de la informacién para reconstruir los aspectos de los modelos mentales sobre los

racionales (TGMT), mediante la TGRI para expresar e interpretar los modelos privados.

En este proceso, la obtencion de la informacion y la seleccion de los datos a partir de
instrumentos cualitativos permitié establecer relaciones, extraer e interpretar significados y

conclusiones de manera ciclica y circular tal como lo sefiala, Spradley (1980).

A continuacién, se presentan de manera detallada cada uno de los pasos presentados en la

figura 12.
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5.1 Descripcion de la informacion

En las investigaciones en Didactica de la Matemaéticas y para esta investigacion desde la

teoria de Duval (2017), el analisis de la actividad matematica se basa en la movilizaciéon de

diferentes registros de representacion semioética, por lo tanto, la informacion recolectada en este

estudio debia provocar intencionalmente la produccion e interpretacion de diferentes

representaciones semidticas en diferentes registros, asi como la transformacion bien sea en

tratamiento o conversion.

Para este estudio, la informacion recolectada corresponde a:

46 Cuestionarios divididos en 3 partes y desarrollados de manera individual por los estudiantes,
con la supervision y acompafiamiento de la docente y de la investigadora.

Videos y fotografias tomadas durante la actividad matematica realizada por los nifios con el
fin de evidenciar las transformaciones semioticas. Durante los videos se solicitd (de manera
individual) a los estudiantes pensar en voz alta en el momento de producir las representaciones
semidticas correspondientes con el fin de hacer evidente el tratamiento y a conversion.
Videos y grabaciones en audio de las entrevistas que se hicieron a algunos estudiantes
inmediatamente después de desarrollar las actividades propuestas en los cuestionarios que
permitiera corroborar la informacion obtenida.

Notas de campo de la investigadora tomadas in situ o posterior al trabajo de campo que se iba
realizando derivadas de lo observado en la clase, al igual que las notas en borrador que algunos

estudiantes realizaron cuando hacian transformaciones semioticas.

Esta informacion se encuentra registrada en dos formatos: uno de ellos, los relatos de los

nifios, dibujos, procedimientos, operaciones matematicas relacionados con el desarrollo de cada
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una de las actividades propuestas en los cuestionarios y la otra, son las transcripciones de las
grabaciones en audio y video de las entrevistas y las notas de campo que se tomaron durante las

observaciones de clase.

Cuando se obtuvo la informacidn, se hizo un primer acercamiento a partir de la revision de
la produccidn individual de cada uno de los estudiantes en relacion con la tarea, en este caso con
la resolucidn de problemas escolares propuestos en los cuestionarios; el segundo acercamiento se
hizo a través de la lectura y revision de la informacion que debid cotejarse con la informacion

derivada de las entrevistas, videos, fotografias y notas de campo tomadas por la investigadora.

Posteriormente y con el fin de seguir la trayectoria de la informacién, todos los cuestionarios
diligenciados por los estudiantes fueron escaneados para poder tener acceso a la informacion y asi
volver permanentemente sobre las imagenes que permitieran analizar de manera detallada las

representaciones semioticas producidas.

A manera de ejemplo se muestra a continuacién, la revision inicial de los registros y
representaciones que interpreta y expresa uno de los estudiantes durante el desarrollo de la

actividad 1.

La actividad de revision de la informacion inicio con el reconocimiento de la actividad de
semiosis, las representaciones y los registros de representacion empleados por los estudiantes. Para
esta primera revision se tuvo en cuenta la caracterizacion de cada una de las actividades en donde
se pudo diferenciar la actividad de semiosis expresiva de la interpretativa, tal como se muestra en

la siguiente figura:
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Figura 10.
Caracterizacion de las acciones noético-semioticas

Actividad 1: Cuentos para leer

Semiosis Expresiva P e ‘m,,.,

Semiosis interpretativa

Mis conocimientos en matematicas
Colegio:
Nombre Edad_4]
y realizo las que me

Leo con mucha las

proponen:
1. La profesora Gisela les pregunto a los 20 estudiantes del grado 5-1, ;Cuél de los

siguientes libros quisieran leer?
e Zoro

* Lalsla del Tesoro

* Harry Potter
Cuentos de los Hermanos Grimm

hizo la siguie tabla con las

Al preguntarle a cada estudiante, la pi
[zor0 I 1]
La isla del tesoro ‘! 3[[ ‘ Registro tabular
5  (S———————————————— |
[ 2]

Harry Potter

Cuentos de los hermanos Grimm

Explico lo que entendi de la tabla
ol defor pundede R e\ o

EColio Grode  5-1

Wbo zoro

lo

La profesora Gisela también elaboré la siguiente grafica:

Cuentosde los
hermanos Grimm
10%

Registro grafico

Explico lo que entendi de la gréfca y C‘G GRS
fs No \3ua \es

o 2nitndi
Fasccion @P-\\Aﬁﬁ n_ foed
C| Lot cs cquinlen Q\OS AReS \Quales

Al preguntarles a los estudiantes de 5-2, sobre los libros que quisieran leer. Ellos

respondieron:

Zoro

[ i
La isla del tesoro ]
[

’ Registro tabular ‘

o0 [on |on |en

Harry Potter
Ialentos de los hermanos Grimm

Elaboro la grafica de acuerdo con los datos de la tabla:
cuentsde [0S herres
*\.
/LL)\ ' , Reg|stro graﬁco

la vl Qe -

25) 25‘/,
hoted et

Explico cémo hice para elaborar la grafica: N
Ch coda  frocCion @ston  ®arbicks igua\es
a ceda nifo leiw &l 254 la widald

‘ Registro lengua natural

¥l Son

En esta primera actividad se concluyé con una lista de chequeo de las acciones de semiosis

interpretativa e identificacion de registros semidticos y semiosis expresiva y la seleccion de

registros semioticos y produccion de representaciones semidticas realizadas por los estudiantes

tal como se presenta en la siguiente tabla:
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Tabla 5.

Revision inicial de la informacion

Actividades propuestas

Sistemas
conceptuales de
los racionales

Sistemas de
representacién
semiotica

Semiosis expresiva

Semiosis
interpretativa

Actividad 1 "Libros para leer": Sistema Representacion Seleccion del registro Identificacion del
1. La profesora Gisela les partidor: tabular semidtico y  registro semiotico e
pregunto a los 20 estudiantes del cantidades produccion de la interpretacion de la
grado 5-1, ;Cudl de los discretas representacion representacion
siguientes libros quisieran leer? Representacion Transformaciones
* Zoro gréfica semidticas:
* La Isla del Tesoro Tratamiento de RS
* Harry Potter dentro del registro
* Cuentos de los Hermanos
Grimm Representacion en  Conversiones  entre
lengua natural registros de RS
Actividad 2. "Reparticion de la Sistema Representacion Seleccion del registro Identificacion del
torta":Queremos hacer una partidor: grafica semiético y  registro semi6tico e
fiesta para celebrar los cantidades produccién de la  interpretacion de la
cumpleafios del mes de agosto, discretas representacion representacion
para ello necesitamos torta, Representacion en  Transformaciones
helado y dulces. lengua natural semidticas:
Tenemos 4 tortas y debemos Tratamiento de RS
partirlas en 24 pedazos para que dentro del registro
nos alcance para todos. ;Como Conversiones _entre
puedo partir cada torta? registros de RS
Actividad 3. "Los dulces": El Sistema Representacion Seleccion del registro Identificacion del
rector del colegio nos di6 85 partidor: pictérica semidtico y  registro semidtico e
dulces para la fiesta. cantidades produccién de la  interpretacion de la
¢Cuantos dulces nos tocaron a continuas Representacion representacion representacion

cada uno de los estudiantes de
mi grupo? ;Cémo los podemos
repartir?

grafica

Representacion en
lengua natural

Transformaciones
semidticas:
Tratamiento de RS
dentro del registro

Representacion
numeérica

Conversiones entre

registros de RS

Actividad 4. "Los helados": En
Crem Helado nos regalaron 3
cajas de helado. Por cada caja de
helado se pueden sacar 20
vasitos de helado. ¢Cuantos
vasitos de helado tengo si
juntamos las tres cajas?

Sistema razén

Representacion
pictérica

Seleccion del registro
semidtico y
produccion de la
representacion

Representacion
grafica

Transformaciones
semidticas:
Tratamiento de RS
dentro del registro

Representacion
numerica

Conversiones  entre

registros de RS

Identificacion del
registro semidtico e
interpretacion de la

representacion
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Actividades propuestas

Sistemas
conceptuales de
los racionales

Sistemas de
representacion
semidtica

Semiosis expresiva

Semiosis
interpretativa

Actividad 5"El Zoolégico": El Sistema Representacion Seleccion del registro Identificacion del
zoologico de Pereira tiene 180 operador gréafica semidtico y  registro semiotico e
animales que estan distribuidos produccion de la interpretacion de la
en dos zonas. Una zona Ay una representacion representacion
zona B. Representacién en  Transformaciones
De los 180 animales estéan en la lengua natural semidticas:
zona Ay los demas animales Tratamiento de RS
estan en la zona B. dentro del registro
¢Cuéntos animales hay en la Representacion Conversiones entre
zona A? numérica registros de RS
Actividad 6. "Los dibujos de Sistema Representacion Seleccidn del registro
Ciencias Naturales": Tres operador pictérica semidtico y
estudiantes deben hacer un produccion de la
dibujo para pegarlo en su representacion
cuaderno de Ciencias Naturales, Representacion Transformaciones
pero no cuentan sino con dos gréfica semidticas:
hojas de papel para los tres. ;De Tratamiento de RS
qué manera se pueden repartir dentro del registro
las hojas para hacer el dibujo? Representacion Conversiones  entre
numérica registros de RS
Actividad 7. "Ubiquemos en la Sistema representacion Seleccion del registro Identificacion del
recta numérica": Supongamos medidor figural semiotico registro semidtico e
que tenemos la siguiente regla'y produccion de la interpretacion de la
ubico las siguientes cantidades representacion representacion
Representacion en  Transformaciones
lengua natural semidticas:
Tratamiento de RS
dentro del registro
Representacion Conversiones entre
numeérica registros de RS
Actividad 8. "Representemos el Sistema Representacion Seleccion del registro Identificacion del
tiempo™: medidor grafica semiotico y  registro semiotico e

Si una hora tiene 60 minutos,
que significa decir que son las 9
y cuarto?

produccion de la
representacion

Representacion
numerica

Transformaciones
semidticas:
Tratamiento de RS
dentro del registro

Representacion en
lengua natural

Conversiones entre

registros de RS

interpretacion de la
representacion

Con la informacion ya clasificada que corresponde a la produccion de representaciones

semidticas y a las transformaciones semidticas se da inicio al proceso de andlisis tanto desde la
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semiosis interpretativa como desde la semiosis expresiva y se constituye en la entrada al
reconocimiento de los aspectos de los modelos mentales que emergen en las producciones e
interpretaciones semioticas de los nifios de quinto grado, ya que de acuerdo con este estudio, la

actividad matematica sélo es posible reconocerse a partir de la actividad semiotica.

5.2 Analisis de datos

Siguiendo a Wolcott (1994), el proceso de analisis implica la transformacion de la
informacion en los datos a partir del reconocimiento de categorias que permitan responder a la
pregunta de investigacion, es el proceso por medio del cual se expanden y se extienden los datos

mas alla de la descripcion de la informacién.

De acuerdo con Miles y Huberman (1994), el analisis se define en tres subprocesos ligados
entre si: reduccion de los datos, exposicion y obtencidén de conclusiones. En este capitulo se
describe solo la reduccion y exposicion de los datos, ya que el tercer proceso que corresponde a la

interpretacion serd presentado en detalle en el capitulo siguiente.

Después de realizar esta revision sistematica de organizacion y clasificacion de los datos con
los cuestionarios (3) que desarrollaron los 46 estudiantes de quinto grado, se hizo una saturacion
de la informacion que permitié reconocer algunas regularidades en las producciones de todos los
estudiantes y asi determinar que en el paso siguiente del analisis se seleccionara la informacion
inicialmente de diez estudiantes, teniendo como Unico criterio de seleccion, el despliegue de
recursos semiéticos y su contrastacion con los videos, entrevistas y notas de campo para determinar

Su consistencia.

5.2.1 Reduccidn de los datos
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Esta actividad permitié organizar y seleccionar la informacién cualitativa disponible a partir
de la identificacion de las dimensiones que permiten establecer categorias analiticas y definir
cddigos que para el presente estudio, correspondieron a la seleccién y condensacion de los datos
de acuerdo con las categorias iniciales que en este caso, se refieren a los modelos y teorias de los
racionales desde los matematicos, maestros y autores de libros de texto.

Posterior al analisis descriptivo de las producciones semidticas de los estudiantes y habiendo
caracterizado las representaciones, se procede a reconocer las transformaciones semioéticas de
tratamiento y conversion que conlleva una primera categorizacion y codificacion a partir de la
identificacion de las unidades significantes elementales constitutivas de cada registro semidtico
(Duval, 1999, 2004,2017).

Por lo tanto y atendiendo a la pregunta de investigacion en torno al reconocimiento de los
modelos mentales sobre los racionales que se asocian a las representaciones semioticas y
transformaciones semioticas que interpretan y expresan los nifios y nifias de quinto grado; se
realizd una condensacion de los datos al descomponerlos en unidades analizables, las cuales
corresponden con las acciones noético-semioticas:

Seleccion del episodio sobre el cual inicia la actividad semidtica (paso 0).
Seleccion/identificacion de registros semioticos y produccién/interpretacion de representaciones
semidticas (paso lay 1b).

Transformaciones semioéticas: Tratamiento de la representacion (paso 2)

Transformaciones semioticas: Conversion (paso 3)

A manera de ejemplo se presenta a continuacion, la clasificacion de la informacion y
descomposicion en estas categorias tematicas partiendo de un ejercicio previo de caracterizacion

de cada una de las actividades presentadas en los cuestionarios en donde se pudo establecer
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diferenciacion entre las actividades que conllevan a una semiosis interpretativa de las actividades

propias de la semiosis expresiva.

En primer lugar se muestra la manera como fue realizado el analisis realizado en una

actividad de semiosis interpretativa:

Figura 14.

Analisis de semiosis interpretativa

Paso 0. Seleccion del episodio sobre el cual inicia la actividad semidtica
Mis conocimientos en matemaéticas
. Colegio:
v
Actividad 1.La profesora Gisela les pregunto a los 20 e Nombre Edad_41
estudiantes del grado 5-1, ¢Cual de los siguientes libros ’ Leo con mucha atencin las y realizo las queme
quisieran leer? Zaro 10 proponen:
I |
: Zoro Laisla del tesoro 3 1. La profesora Gisela les pregunto a los 20 estudiantes del grado 5-1, ;Cuél de los
Lalsla del Tesoro Harry Potter s siguientes libros quisieran leer?
v Harry Potter Cuentos de los hermanos Grimm 2
¥ Cuentos de los Hermanos Grimm e Zoro
Actividad 1.1. Explico lo que entendi de la tabla « Lalsla del Tesoro
Al preguntarle a cada estudiante, la profesora hizo la Actividad 1.2. Explico lo que entendi de la gréfica « Harry Potter
siguiente tabla con las respuestas: «  Cuentos de los Hermanos Grimm
Al preguntarle a cada estudiante, la profesora hizo la siguiente tabla con las respuestas:
Semiosis Interpretativa [zero0 I 10
[Laisla del tesoro | 3|
! Harry Potter | s)
Paso 1a. Identificacion del registro semiético e [cuentos de s hermanos Grimm | 2]

interpretacion de la representacion

Explico lo que entendi de la tabla
| el dedar punkde R e\ o) Wheo zoro
lo &jio prode 5-1

\ 4

La profesora Gisela también elabord la siguiente grafica:

Cuentos de los
hermanos Grimm

0%

En cuanto a la semiosis expresiva, se hizo necesario segmentar y diferenciar la informacion desde
la seleccion del registro para producir la representacion semidtica hasta la transformacion

semidtica de conversion.

El reconocimiento de los registros semioticos sobre los cuales se producen las representaciones
semidticas asi como sus transformaciones semidticas se realizé teniendo en cuenta los criterios
expuestos en la matriz de andlisis presentada en la tabla 4 expuesta en el disefio.
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Figura 15.

Analisis de semiosis expresiva

Al preg les a los
respondieron:

-\
rZoro / 5
La isla del tesoro | s

Harry Potter  =———
Cuentos de los hermanos Grimm

Elaboro la gréfica de acuerdo con los datos de la tabla:

cuensde 105 herrels

Paso 3. Transformaciones semidticas:
Conversiones entre registros de RS

hoted pot

Explico cémo hice para elaborar la grafica:

jantes de 5-2, sobre los libros que quisieran leer. Ellos

Paso 1b. Seleccién del registro semidtico y
produccién de la representacion

20RO

Paso 2. Transformaciones semidticas:
Tratamiento de RS dentro del registro

la slo Qe -

Ch_coda  foction @slon Santicks iquaes
a cda  nifo le Yo El (50 lo_widad
&l Sox ~—

Después de reducir los datos, agruparlos segun las actividades noético-semioticas y realizar
su categorizacion, se hizo una nueva depuracion que permitiera seleccionar los mas significativos,
lo que llevé a determinar que en el paso siguiente del analisis que se refiere a la identificacion del
contenido de las representaciones y la reconstruccién de los modelos mentales privados sobre los
racionales, se seleccionara la produccién de seis estudiantes, cuyas caracteristicas ya fueron

descritas en el disefio de la investigacion al reconocerlos como los actores noético-semioticos del

estudio.

Siguiendo a Duval (1999, 2004, 2017), la identificacion del contenido o invariante de la
representacion requiere que se perciba la diferencia entre lo que Frege llamaba el sentido y la

referencia de los simbolos y signos, es decir, la diferencia entre el contenido de una representacion

y lo que ésta representa.
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Por lo tanto, para reconocer el contenido de la representacion se requiere en términos del

tratamiento de datos cualitativos, lo que Tesch (1990) denomina un proceso de recontextualizar de

los datos que implica “ensamblarlos” en este caso en el contexto de la transformacion de

conversion, para identificar los componentes semiéticos que se modifican en el paso de un registro

a otro de acuerdo con las reglas de conformidad y asi determinar los componentes conceptuales

que permanecen aun después del cambio de registro.

Habiendo puesto en correspondencia dos representaciones semidticas, una de partida y otra

de llegada perteneciente a dos registros diferentes, al analizar la conversion se llega a inferir el

contenido de la representacion.

Figura 11.

Contenido de la representacién

registro tabular

Representacion de partida:

Representacion de llegada:
registro grafico

Cugn5de 105 herre)

Relacién libro - cantidad

Zoro QS

La isla del tesoro ><5

Harry Potter @

Cuentos de los hermanos Grimm (s la sl é(’\ Yoo
Totalidad «— parte

Para determinar los contenidos de la representacion se tuvieron en cuenta, en primer lugar,

la segmentacion de las representaciones semidticas de acuerdo con las condiciones y limites de

cada registro y asi extraer las unidades significantes. En segundo lugar, el comportamiento de los
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criterios de congruencia de tal manera que se pudiera evidenciar el aspecto invariante en cada una

de las representaciones.

producciones y transformaciones semioticas de los seis participantes en el estudio:

En la siguiente tabla se presentan los contenidos de las representaciones identificados en las

Tabla 6.

Contenido de la representacion

Actividad Contenido de la representacion
propuesta Estudiante Estudiante Estudiante3 Estudiante4 Estudiante  Estudiante 6
1 2 5
Relacién libro  Relacion libro  Relacion libro -  Relacidon libro -  Relacionlibro-  Relacion libro -
a cantidad de - cantidad cantidad cantidad cantidad cantidad
lectores
Actividad 1: totalidad Totalidad Totalidad como Totalidad como  Totalidad Totalidad como
"libros para como numero  como 100% nimero de libros  ndmero de como 100% 100%
" de nifios que libros (5%)
Ieﬁ' lo prefieren
Nimero de Numero de Nudmero de  Numero de  Numero de  Numero de
partes - partes - partes - nimero partes - nUmero  partes - partes - nimero
nimero de numero de delibros de libros nimero de delibros

libros

libros

libros

Actividad 2: totalidad — totalidad - totalidad-parte totalidad-parte totalidad- Totalidad-parte
" . .z parte parte parte
p - - -
Re al"tIClOlIll de parte- parte —  parte-totalidad parte-totalidad parte- parte-totalidad
la torta totalidad totalidad totalidad
reparticion en  reparticion reparticion  en  reparticion en  reparticion en  reparticion en
relacion con en relacion  relacién con  relacién con relacion con  relacién con
(nifios - con (nifios - (grupo - dulces) (grupo - dulces) (grupo - (grupo - dulces)
dulces) dulces) dulces)
Asignacion Asignacion Asignaciéon  en  Asignacion Asignacion en Asignacién en

Actividad 3:

sucesiva (de a

sucesiva (de a

grupos de a 20

sucesiva (de a 1)

grupos de a 25

grupos de a 25

1) 1) (total de (total de (total de
"Los dulces" estudiantes) estudiantes) estudiantes)
Distribucién Distribucion Distribucién Distribucién Distribucién Distribucion
equitativa equitativa equitativa equitativa equitativa equitativa
Totalidad — Totalidad - Totalidad-parte Totalidad-parte Totalidad- Totalidad-parte
parte parte parte
Repartir es
distribuir
Actividad 4: Relacién cajas  Relacion cajas  Relacion cajas de  Relacion  cajas  Relacion cajas  Relacion cajas de
" " de helado - de helado - helado - vasitos de helado - de helado - helado - vasitos
M vasitos de vasitos de de helado vasitos de vasitos de de helado
helado helado helado helado
operador operador operador operador operador operador (conteo

(conteo de 20
en 20)

multiplicativo

multiplicativo

multiplicativo

multiplicativo

de 20 en 20)

Totalidad — Totalidad - Totalidad-parte Totalidad-parte Totalidad- Totalidad-parte
parte parte parte

Distribucién Distribucion Distribucién Distribucién Distribucién Distribucién
equitativa equitativa equitativa equitativa equitativa equitativa
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Actividad 5: "ﬂ totalidad — totalidad - totalidad-parte totalidad-parte totalidad- totalidad-parte
Zooléaico" parte parte parte
£oologico
Actividad 6: Relacién Entre Relacion Relaciénh ent(;e Se| pierde Se| pierde  Se pierde relacién
n I nifios y hojas entre nifios y nifios y hojas de relacion entre relacion entre entre nifios vy
e pape! ojas e ape nifios y hojas nifios y hojas ojas
Los dibujosde  4papel ~ hojas  de  papel ios y hoj ifosy hojas o
Ciencias papel
Naturales" Dist'ribtfcién Distribgcién Dist'ribtfcién partici.éh’ no partici.éh’ no partici.érl no
- equitativa equitativa equitativa reparticion reparticion reparticion
totalidad — totalidad - totalidad-parte totalidad-parte totalidad- totalidad-parte
parte parte parte
Actividad 7: Nur:jﬂeros Nurgeros N:’Imeros gordos N;]Imerosgordos NL’mJerosfI N:cjlmeros gordos
" . gordos y gordos y yflacos y flacos gordos y flacos v flacos
acos acos
Ubiquemosen f
la recta
numeérica"
parte- parte —  parte-totalidad
totalidad totalidad
totalidad- totalida — totalidad-parte
lidad lidad lidad
Actividad 8: parte parte
"Regresentemos medida’ como medidalcomo medida’ como
| ti " condiciéon de condicién de condicién de la
el tiempo la particién la particion particion

Volviendo a la TGMT como apuesta metodoldgica, se procedié a modelar o modelizar las
teorias sobre los racionales que poseen los nifios y nifias de quinto grado, desde la comprension

del modelo como sistema en sus tres aspectos: sustrato, dinamica y sistema a los que hace alusién

Vasco (2014).

Para llegar a la reconstruccion de los aspectos de los modelos mentales privados que los
nifios de quinto grado poseen sobre los racionales se tuvieron en cuenta las categorias que

emergieron de las transformaciones semioéticas diferencidndolas de los aspectos conceptuales

implicitos en ellas, que determinaron los invariantes en el contenido de la representacion:

a. Descripcion y caracterizacion de las representaciones y transformaciones semioticas que

los seis participantes realizaron en las ocho actividades propuestas.
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b. Interpretacion de las unidades significantes presentes en las transformaciones semioticas y
el comportamiento de los criterios de congruencia que permitio develar el contenido de las
representaciones.

c. Inventario de los contenidos de las representaciones de los seis participantes en las ocho

actividades realizadas.

Con los datos codificados se procedio a la seleccion de datos significativos que se logra a
partir de la busqueda de patrones, regularidades, contrastes e irregularidades presentes en las ocho
actividades matematicas que desarrollaron los estudiantes.

Figura 17.

Proceso de reconstruccién de los modelos mentales privados sobre los racionales que poseen los nifios y
nifias de quinto grado

Produccion
finterpretacion
dela
Representacion
semictica

Tratamiento
dentro del
registro
semidtico
Conversiones
entre
diferentes

registros

~— -

AspE-CtTJE'dE 165 modelo:

mentales (componentes,

rela;{ones y operaciones) sobre
// los racionales

-
S

Producciones/interpretaciones y
\  transformaciones semidticas realizadas
\\ por los nifos y nifias de quinto grado
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En esta etapa final del analisis se hizo una revision de cada uno de las categorias emergentes
que dan cuenta del contenido de la representacion, las cuales son puestas en correspondencia con
los aspectos del modelo como sistema (sustrato, dindmica y estructura). Posterior a ello se recurrid
nuevamente al proceso de transformacion semiotica con el fin de identificar las relaciones,
organizacion, jerarquias entre los diferentes componentes del modelo con los cuales se pudieron

reconstruir los modelos mentales sobre los racionales que poseen los nifios y nifias de quinto grado.

5.2.2 Exposicion de los datos

De acuerdo con Miles y Huberman (1994) quienes definen que la exposicion de los datos
hace alusién a la organizacion de los datos ya reducidos en forma de diagramas, lo que permite “el

ensamblaje organizado y comprimido de la informacion” (p. 429).

Figura 18.

Exposicion de los datos

e ———
Estudiante 1

| Estudiante1 |

Paso 1. Seleccion/identificacién de registros

y produccién/ ion de semidticas: Conversiones entre

Paso 2. Transformaciones
semiéticas: Tratamiento de RS
representacion semidtica registros de RS

! . .
‘ upera:iDnes| | recursOsl ‘ operaciones ‘
conformidad L4 Ll
Corri ia | Univocidad Organizacién de las
pr—— Tmnsfor.rrlfclnnes
descriptivo Conll=fEE

semdntica semdntica unidades significantes
v , Contenidode la

Momento representacion
interpretativo P .

Paso 3. Transformaciones

Componentes Operaciones

Relaciones
(sustrata) (dinamica) (estructura)
! —_ -
Momenta Epistémica - T L~
cognitive R
Modelos mentales
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CAPITULO VI. RESULTADOS

Volviendo a la TGMT y para responder a la pregunta de investigacion que pretende
comprender los aspectos de los modelos mentales sobre los racionales (componentes, relaciones y
operaciones) que asocian los nifios y nifias de quinto grado a la interpretacion y expresion de las
representaciones y transformaciones semidticas que realizan para resolver problemas escolares; se
presentan de manera descriptiva los datos seleccionados de los seis estudiantes participantes en el
estudio, que inicia con la actividad noético-semiotica: expresiva e interpretativa que se recoge con
la produccidn e interpretacion de representaciones asi como las transformaciones semioticas que

permitieron develar el contenido o invariante de la representacion.

Durante las diferentes etapas del proceso de analisis, las categorias iniciales se fueron
contrastando y saturando hasta llegar a las categorias finales que se sustentan en los datos que se

seleccionaron de los seis participantes.

Figura 129.

Analisis e interpretacion de los datos
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/ \
Paso 1. Seleccion/identificacion de registros Paso 2. Transformaciones Paso 3. Transformaciones
semidticos y produccién/interpretacion de semidticas: Tratamiento de RS semidticas: Conversiones entre
representacién semiotica registros de RS

l I Criterios de congruencia
recursos Reglas _dE operaciones | recurscsl | operaciones |
conformidad

- T Correspondencia Univocidad Organizacion de las
‘ Transformaciones semiéticas ‘ semantica semantica unidades significantes
\ [P - 7 /
-~ - " - ~— - -
——— Y e e e A = e N N = = S R i —
.“ Categorias iniciales ™. ~_ | —
{ de analisis \
\ € analisis y . Contenidode la
- emergentes - ’ representacion
P R -, T
¢ Contrastacion y \ '_4,,.«" | o
\ saturacion de V' il P ol o S N
. . - ~ |
~ categorias / e | ~— 1
e - i ¥ 1
Componentes Relaciones Operaciones 1
Categorias finales (sustrato) (dinamica) festructura)_|
1
N e e e — ———— ————— ’

Tal como se refleja en la gréafica, en el proceso de analisis llevado a cabo para identificar el
contenido de la representacion se requiere despojar de contenido semiético las representaciones
producidas e interpretadas, dandole apertura al contenido conceptual que finalmente permite “ver”

las categorias finales del estudio.

Por lo tanto, en la presentacion de cada una de las categorias que corresponden a alguno de
los aspectos del modelo mental (componentes, relaciones y operaciones) Yy con la pretension de
dar respuesta a la pregunta de investigacion, se llega a las categorias que corresponden a los
contenidos representacionales, los cuales se sustentan con el analisis descriptivo de la semiosis
interpretativa o expresiva realizada por los estudiantes en la produccion o interpretacion de las
representacionesy en las transformaciones semioticas que realizan durante la actividad matematica
ya que el analisis noético-semiotico realizado por la investigadora se analiza en detalle en la

discusion de los resultados.
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Al finalizar este ejercicio de depuracién de los datos, emergieron de los datos obtenidos

mediante el analisis noético-semidtico, tres categorias, que se describen a continuacion:

6.1 Categoria 1. El operador o transformador presente en todos los sistemas
conceptuales de los racionales

En todas las actividades propuestas fue posible identificar los operadores, como actividad
transformadora (achicadora o agrandadora) de las cantidades sobre las cuales se establece relacion

al resolver problemas escolares con racionales.

Sin embargo, para poder identificar esta categoria fue necesario pedirle a los estudiantes que
“echen a andar” el modelo, de tal manera que se pudiera interpretar su dindmica, aunque al

presentarlo mediante graficos y esquemas se vuelva al modelo estatico.

Tal es el caso de la situacion No. 5 del Zooldgico,

Figura 20.

Contenido de la representacion (Act.4 — Est.4)

Representacion de partida:
registro lengua natural Representacion de llegada:
registro numérico

i En Crem Helado nos regalaron|3 cajas de helado|. Por cada caja de helado se '
i pueden sacar 20 vasitos de_helado. ¢ Cuantes_vasitos de helado tengo si juntamos E
! las tres cajas? i

(g
Si tuviéramos |10 cajas de helado, cuantos vasitos de helado tendriamos?
“Yo multipliqué 20 x 3|y cuando
Si tuviéramos 5 cajas de heladd, cuantos vasitos de helado tendriamos? era por 10 multipliqué 10x 20y

asi sucesivamente”
Si tuviéramos 20 cajas de helado, [cuantos vasitos de helado tendriamos?

T~

‘ Relacién cajas de helado — vasitos de helado
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De acuerdo con el andlisis realizado, se parte de la relacion cajas de helado-vasitos de helado,
que hace alusion a la razén como relacion entre cantidades, pero surge el operador multiplicativo

gue muestra la transformacion de las cantidades.

En la actividad 4, para la realizacion de una fiesta se tienen unas cajas de helado. Tal como
ya se ha dicho en los casos anteriores, ante la pregunta: ¢Cuéntos vasitos de helado tengo si
juntamos las tres cajas?, todos los estudiantes coinciden en su respuesta cuando afirman que

tendriamos 20 vasitos de helado.

Cuando se les hace a los nifios otras preguntas en donde se solicita imaginar lo que pasaria
si se tienen 10, 20 y 5 cajas de helado, al preguntarle a la estudiante 4 sobre la manera como lo
resolvio, en su relato hace evidente en la estructura de la representacion numeérica la operacion

realizada: “multipliqué .

Ademas se identifican unidades elementales, tales como: multipliqué 20 x 3; cuando era por
10 multipligué por 10 x 20 y asi sucesivamente. En la produccion de la interpretacion propone que

de manera reiterativa, puede multiplicarse, cuando afirma:

“Yo multipliqué 20 x 3 y cuando era por 10 multipliqué 10 x 20 asi sucesivamente” (Est.4).

En cuanto a la actividad de conversion entre el registro lengua natural y el registro de llegada
seleccionado por la estudiante 4 que es el registro numérico, ademas de cumplir con la
correspondencia semantica derivada de las unidades significantes tanto del registro de partida
como el de llegada, afiade una unidad significante elemental al registro de llegada cuando evoca
la situacion anterior que le permite reconocer la regularidad en la operacion que resulta de

multiplicar las cajas de helado por el nimero de vasitos que caben en cada caja y se anticipa a lo
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que pueda pasar si se continda estableciendo la relacion cajas de helado y vasitos de helado cuando

dice ““asi sucesivamente”.

Al decir “asi sucesivamente”, esta reconociendo la razon establecida entre las cantidades.

Aunque en la tercera situacion, al hacer el procedimiento no se logra correspondencia con la

representacion de llegada porque al multiplicar 20 x 20 tal como lo propone en su relato, la cantidad

resultante de la multiplicacion no puede ser “40.000”. Lo anterior no permite afirmar que se pierde

la relacién sino que el resultado pudo deberse a un error en el manejo del algoritmo y por lo tanto

no hizo parte del analisis.
Figura 21.

Contenido de la representacién (Act. 4 — Est.4)

Representacion de partida:
registro lengua natural

Representacién de llegada:
registro numérico

Si tuviéramos|10 cajas de heladﬂ, cudntos vasitos de helado tendriamos?
Si tuviéramos|5 cajas de helado,|cuantos vasitos de helado tendriamos?

Si tuviéramos|20 cajas de heladg, cudntos vasitos de helado tendriamos?

En ambas representaciones se puede identificar que las organizaciones respectivas de las

l

“Yo multipliqué 20 x 3 y cuando
era por 10 multipliqué 10 x 20

asi sucesivamente”

unidades significantes permiten encontrar correspondencia semantica, surgiendo el operador

multiplicativo como parte del contenido de la representacion.

En cuanto al estudiante 5 inicia la actividad semidtica interpretando la informacion que se

le presenta y respondiendo a la pregunta: ¢Cuantos vasitos de helado tengo si juntamos las tres

cajas?, en donde todos los estudiantes coinciden al responder que tendriamos 20 vasitos de helado.

Figura 22.
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Contenido de la representacion (Act. 4 — Est.5)

Representacion de partida: Representacion de llegada:
registro lengua natural registro numérico

En Crem Helado nos regalaron 3 cajas de helado. Por cada caja de helado se pueden sacar 20 vasitos de helado.
éCuantos vasitos de hefadatengo si juntamos las tres cajas?

Si tuviéramos|10 cajas de heladﬂ cuantos vasitos de helado tendriamos?
Si tuviéramos|5 cajas de helado,|cuantos vasitos de helado tendriamos? Lo resolviimultiplicando

por @ y afiadiendo los

Si tuviéramos|20 cajas de heladd, cuantos vasitos de helado tendriamos? ceros

Al preguntarle si juntaramos 20, 10 y 5 cajas de helado cuantos vasitos de helado tendriamos,
ademas de responder a la pregunta, agrega una unidad elemental que es la representacién numérica

del objeto sobre el cual se estd haciendo la operacion matematica, en este caso, los vasos de helado.

Para analizar el tratamiento en la representacion semiotica numérica se indaga a los
estudiantes acerca de su respuesta, en la representacion producida por el estudiante 5 se reconoce
una unidad significante de orden superior cuando combina unidades elementales que dan cuenta
de la operacion realizada y el conocimiento del algoritmo en el registro numérico desde el sistema

decimal, cuando afirma: “Lo resolvi multiplicando por dos y afiadi los ceros” (Est.5).

Al analizar la transformacién semidtica de conversion realizada por el estudiante 5, entre el

registro grafico y el numérico se puede determinar que se cumplen los criterios de congruencia.
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En la primera actividad de conversion, se indaga por el cambio de registro entre la
representacion de partida en lengua natural y la representacion de llegada en registro numérico. La
correspondencia semantica se reconoce a partir de la relacion que se hace explicita teniendo en

cuenta la informacion previa sobre la cantidad de vasitos de helado que tiene cada caja (20).

Figura 23.

Contenido de la representacién (Act. 4 — Est.5)

Representacion de partida: Representacion de llegada:
registro lengua natural registro numérico

S ;
Si tuviéramos|10 cajas de heladﬂ cuantos vasitos de helado tendriamos? i m } -

Si tuviéramos|5 cajas de helado,|cuantos vasitos de helado tendriamos? Lo resolvimultiplicando

por|dos| y afiadiendo los

Si tuviéramos|20 cajas de heladd, cudntos vasitos de helado tendriamos? ceros

6.2 Categoria 2: sistema partidor: la relacion parte-todo

El surgimiento de esta categoria se reconoce a partir de la siguiente actividad que se les

propone a los estudiantes:

Actividad 2: Queremos hacer una fiesta para celebrar los cumpleafios del mes de agosto, para
ello necesitamos torta, helado y dulces. Tenemos 4 tortas y debemos partirlas en 24 pedazos para

que nos alcance para todos. ¢ Cémo puedo partir cada torta?

Partiendo del contenido de las representaciones que producen los estudiantes en las

transformaciones semidticas, se presenta lo realizado por el estudiante 1:
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Figura 24.

Contenido de la representacion (Act.2 — Est.1)

Representacion de
llegada: registro numérico

Representacion de partida:
registro grafico

»

7 |

3 I_‘
7 s T

Totalidad«—— parte

De acuerdo con la produccion semidtica, se conserva la relacion parte-totalidad en ambos
registros, teniendo en cuenta que en el registro lengua natural el sentido de la relacion es de la
parte a la totalidad en tanto en el registro grafico de acuerdo con el orden de aparicion de las

unidades significantes, primero es la totalidad y luego la parte.

En cuanto a la semiosis interpretativa, el estudiante reconoce las unidades elementales del

registro lengua natural lo que le permite comprender la actividad a realizar.

En la semiosis expresiva, el estudiante 1 @ @

selecciona el registro semidtico gréafico para realizar la

representacion acudiendo al empleo de recursos HZIF :
' | 1 l

asociados con las formas geomeétricas circulares y

Figura 13. Transformacion semidtica Est.1
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rectangulares. Se identifican unidades constitutivas del registro y el uso de los recursos propios
del mismo. Se evidencia también que hace un tratamiento dentro del mismo registro al emplear

formas rectangulares para producir la representacion gréafica.

Cuando se le solicita interpretar la representacion en registro lengua natural y después producir

Representacion de partida: Representacion de llegada: -z - T
una representacion en registro grafico: emplea los
J—

. (Bc;s:)sextos de torta ¢l s | . . . .
— “Ja 5 &| recursos propios del registro, se evidencian trazos

e

+  (Unjsextode torta g#— horizontales y verticales al momento de hacer la

N

_ e icién fisica intuitiva?
+  (Trevsextos de torta L particion fisica intuitiva®.

Figura 14. Conversion del registro escrito al registro grafico . .
Es evidente que en el tratamiento del

registro en lengua natural se inicia con la parte “dos sextos” y luego la totalidad “de torta”, en tanto
en el tratamiento en el registro gréafico se inicia con la totalidad y luego la parte.

Al realizar la actividad de conversion
registro numérico

pi ionde
partida: registro gréfico

desde el registro gréafico al registro numérico

en el estudiante 1, se reconoce que el

como auedarian paridas?

’ T I =
e
2 coloreo ‘

coloreado de los dos sextos y un sexto se hace

en orden y en el coloreado de tres sextos Lol

; 5
intercala el coloreado®. Figura 15. Conversion de registro grafico al registro numérico

Al analizar el contenido de la representacion del estudiante 2, se evidencia la aparicion de

esta categoria:

4 Las cantidades numéricas que aparecen en rojo, son escritas por la investigadora para visualizar el nimero de
partes en que el nifio divide la totalidad.

5 Las cantidades numéricas que aparecen en negro en la representacion grafica son asignadas por la investigadora
para hacer visible al lector el nUmero de partes en que el nifio divide la totalidad.
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Figura 28.

Contenido de la representacién (Act.2 — Est. 2)

Representacion de partida: N Representacién de _| Representacion de llegada:
registro lengua natural llegada/partida: registro gréfico registro numérico

! Parte «— totalidad |

Y Totalidad+«—— parte -
sextos de torta - ‘v — i

| Part.e <« totalidad l

| ,
sexto de torta | Totalidad— parte | 6
o |
Parte <— totalidad
sex_tos de torta Totalidad+— parte [———" 3

La relacion parte-totalidad se identifica entre la representacion en registro lengua natural y
la representacion gréafica; entre la representacion grafica y la representacion numeérica la relacién

es de totalidad-parte.

El estudiante 2 hace uso de los recursos propios del registro, que se identifican en las
unidades elementales, asi como las reglas
de conformidad al combinar unidades
elementales que permiten formar unidades

de nivel superior.

Emplea recursos como regla, borrado que

Figura 16. Tratamiento del registro grafico

en el primer circulo intentd hacer los trazos
mediante una linea horizontal y luego vertical, pero al darse cuenta que la distribucion debe hacerse
en 6 partes, decide hacer una particion (fisica) horizontal para luego trazar dos lineas inclinadas
de tal manera que se lograra la particion equitativa. En cuanto a la representacion gréfica

rectangular traza 5 lineas verticales para obtener las 6 partes.
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En la

Representacion de partida:
registro lengua natural

N Representacion de
llegada/partida: registro grafico

2

conversion,

- o L E .
selecciona el <lzo/s>sextos de torta D
registro grafico =

(\Un sexto de torta

como registro -

de llegada, en el

que se

(T@Qsextos de torta

y \
—
&

R Representacién de llegada:
registro numérico

Figura 30. Conversidn entre registros escrito, grafico y numérico

evidencia

cumplimiento de los criterios de correspondencia y univocidad semantica. En la organizacion de

las unidades significantes, la expresion “dos sextos”, corresponde al reconocimiento de la totalidad

en seis partes y la seleccion de dos de ellas, que en la representacion en registro grafico primero

se presenta la totalidad y luego se realizan los trazos y el coloreado para representar la parte®.

En cuanto al contenido de las representaciones semioticas del estudiante 6:

Figura 31.

Contenido de la representacion (Act.2 — Est. 6)

Representacion de partida:
registro lengua natural

_—

. sextos de torta |

Representacion de

llegada/paartida: registro

grafico

Parte «—— totalidad |

. sexto de torta

A 4

Representacion de
llegada: registro
numérico

Parte «— totalidad |

. sextos de torta |

Parte «——totalidad ‘

6 Lo resaltado en rojo lo hace la investigadora para llamar la atencion en el analisis
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Entre el registro lengua natural se reconoce como contenido de la representacion parte-

totalidad que cuando pasa del registro grafico al numeérico cambia de sentido esta relacion.

La relacion totalidad-parte se reconoce en la actividad de conversion entre estos dos

registros.

: En el momento descriptivo se
= “a

=~ \ reconoce también en el estudiante 6 que

[ realiza en la representacion gréfica
rectangular, un trazo inclinado, una linea

horizontal y otra wvertical, en la

representacion gréfica circular, intercala la direccién de las diagonales en cada uno de los
Figura 32. Tratamiento entre registros B ; .
rectangulos y de los circulos. La diagonal

que traza para lograr la particion en seis partes no permite que se mantenga la particion equitativa.

Ademas se identifica correspondencia semantica entre las unidades elementales del registro
de partida y el registro de llegada, pero teniendo en cuenta la organizacion de las unidades
significantes en ambos registros, cada fraccion representada en el registro de llegada que se refiere
al registro grafico no es congruente debido a los trazos que se hicieron para lograr las seis partes
tampoco logran ser congruentes.

Figura 33.

Conversion entre registros
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Representacion de partida: Representacion de
registro lengua natural — - llegada/paartida: registro
grafico

. sextos de torta R

4

Representacion de
llegada: registro

. @sexto de torta — e

. sextos de torta

A partir del andlisis de las representaciones y transformaciones semidticas realizadas por los

nifios y nifas de quinto grado, se pudo identificar que existen diferencias en el tratamiento, ya que

se hace de manera discriminada si se trata de partir, repartir o distribuir.

Para dar cuenta de esta afirmacion, se presentaron de manera diferenciada los resultados

desde cada una de estas acciones.

En la particién,

Ante la pregunta de la actividad 2.4 sobre la expresion: ¢Me comi la mitad de la torta?, se
pudo reconocer en las transformaciones semidticas realizadas por la estudiante, la ausencia de la
igualdad, pero si sostiene lo que indica hablar de la mitad.

Figura 17.

Contenido de la representacion (Act.2.4 — Est. 4)

| lengua natural | | llegada/partida: registro grafico
I—( Parte «— totalidad I—
Me comi la de la torta? e - .
oeqlenod \'l LN ?’}laﬂdﬂ, i Representacion de
! ] llegada: registro

| numeérico
y

| Particion inequitativa }4—

[ Totalidad+— parte
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De acuerdo con la pregunta realizada por la investigadora, que orienta la seleccion del
registro lengua natural para luego pasar a una representacion gréfica y finalmente al registro
numeérico. Las reglas de produccion en cada uno de los registros se identifican en su estructura

dado que tienen en cuenta sus unidades constitutivas.

Es de resaltar que en la representacion grafica se conservan los 6 pedazos en los que se

partieron las tortas y alli se representa la mitad de la torta y la la estudiante 4, aplica reglas de

Me comi la mitad de la torta? e —a = o
‘ak;\oénlc Aecy awe ne Comil God PRI

oeqlenod \,JCmo -';'}ucmde,
L \

Figura 18. Argumento Est.4

coherencia tematica haciendo una expansion discursiva en lengua natural, tal como se evidencia

en su relato:

Como previamente habia realizado la representacion en registro grafico, se evidencia
correspondencia semantica desde la relacién entre las siguientes unidades significantes

elementales:

- “Comi dos pedazos pequefios y uno grande” con la particion en seis partes en una de ellas
ocupa mas espacio que las otras dos, debido al trazo realizado en el tratamiento del registro

gréafico lo que evidencia correspondencia semantica.
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- Conserva la particion en seis partes en los tres registros reconociendo que la “mitad de la

torta”, tiene correspondencia semantica con la forma rectangular partida en 6 y con la

. - 3
representacion numerica de pe
Figura 19.

Conversion entre registros Est.4

Representacion de partida: Registro
lengua natural

¢ Me comi la mitad de la

torta? % 3
et OeLy aue e comi dod 1€

]

Representacionde

llegada/partida: registro grafico

Dealevod Y OND qIande
=2 1% \ 1 re |

SasS0 .1"_2» E \

T T

Representacion de llegada:
registro numérico

Hay univocidad semantica entre las duplas; representacion en lengua natural y

representacion grafica, asi como entre esta y la representacion numeérica, ya que se conserva la

totalidad en la que fue “partida” la torta y se reconoce la particion inequitativa que hace en el

tratamiento de la representacion gréfica.

De igual manera ocurre en la actividad de particion que hace el estudiante 6:
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Figura 20.

Contenido de la representacién (Act.2.4 — Est. 6)

Representacién de partida:
registro grafico

Totalidad«—— parte 3
Representacion de llegada:
registro numérico
A

Particion inequitativa

Elabora una representacion grafica atendiendo a la actividad inicial en donde la torta estaba

dividida en 6 partes, de igual manera que lo hacen con la representacion numérica.
Las unidades significantes de la representacion grafica corresponden con la representacion

, . 3
numerlcag

Hay univocidad semantica terminal al reconocer que cada unidad significante elemental de
la representacion de partida le corresponde una unidad significante en la representacion de llegada,

de acuerdo con los elementos que se evidencian en cada tratamiento.

Al analizar las transformaciones semidticas de conversion realizadas por cada estudiante,

con el fin de identificar las diferencias en el cumplimiento de los criterios de congruencia:
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El estudiante 6, también asume la
mitad de la torta desde la particion en
seis pedazos como se planted

inicialmente la actividad.

Por consiguiente, hay
correspondencia semaéntica y

univocidad semantica entre la

representacion grafica que presenta como unidades significantes, la particion en seis partes de

Representacién de partida:
registro grafico

Representacién de
llegada: registro numérico

Figura 21. Andlisis conversion entre registro grafico y numérico

manera inequitativa una totalidad, de las seis partes se colorean tres de ellas.

En la actividad de reparticion,

Se presentaron dos actividades a los estudiantes que permitieron el surgimiento de esta

categoria.

Actividad 3. El rector del colegio nos dio 85 dulces para la fiesta. ¢ Cuantos dulces nos tocaron

a cada uno de los estudiantes de mi grupo? ¢ Cémo los podemos repartir?

En el estudiante 1, se identifica el siguiente contenido de la representacion:

Figura 40.
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Figura 41.

Conversion entre registros Est.1

Representacion de partida:
registro lengua natural

. Representacion de llegada:
registro pictorico

ituacion 4. El rector del colegio nos dio 23 :
| 85 dulceq para la fiesta. ¢ Cuantos dulces / 6 oc TR “Ocol
nos tocaron alcada und de los i

estudiantes de mi grupo? ¢Cémo los
podemos repartir

o I

© Obooo

Repartir en relacion con (nifios — dulces) |<7

l 335&;39&&3%

Asi 2 . o (2 W el et
signacion sucesiva o0 OD O 06 @000
T oo o 6 o'6000
60060 000 09 8 000

'50 l, 85 dulces

I “Reparti y a cada uno cuatro dulces” |

Totalidad«—— parte

Cuando se les pregunta a los estudiantes sobre como se pueden repartir los dulces, el

estudiante 1 responde: “Reparti y a cada uno cuatro dulces”

Se reconoce en ambas representaciones después de la conversion de la representacion del

registro lengua natural a la representacion en el registro pictorico:

- Totalidad-parte que se refiere al total de los dulces y la parte al nimero de dulces que le
corresponden a cada nifio.

- Hay una relacién nifio-dulces que esta determinada por la reparticion, lo que también da
cuenta de una manera de repartir que se refiere a la asignacion sucesiva “de a uno”. En esta
operacion el nifio busca agotar la totalidad que corresponde a los 85 dulces y mantener la

igualdad

De acuerdo con la respuesta del estudiante, lo primero que hizo fue repartir los dulces “de a

uno”, ubicando los “niflos” en la parte superior de la hoja y realiza una operacion de reformulacion
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a partir del despliegue que hace de la representacion pictérica cuando en “borrador” hace la

reparticion de los dulces, entregando a cada uno de los nifios un dulce hasta agotar los 85 dulces
que tiene para repartir entre 20 nifios’. La manera de representar la reparticion uno a uno de los

dulces la realiza “tachando” cada dulce que va repartiendo.

Se evidencia correspondencia semantica entre las unidades significantes de la representacion

de partida y la representacion de llegada producida en el registro pictorico.
Se identifican las siguientes unidades:

- 85 dulces representados en lengua natural corresponden con 85 bolitas que se reparten en
la representacion pictorica.
- “20 mufiequitos” sobre los que se reparte la cantidad de dulces, en una asignacion de uno

en uno.

Para el caso del estudiante 2,

7 La reparticion se hace entre 20 nifios que son los estudiantes del grado 5 - 1
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Figura 42.

Contenido de la representacién (Act.3 — Est.2)

| Representacion de partida: Registro en lengua natural | -[ Representacion de llegada/partida: Registro pictérico [

Totalidad «— parte !

El rector del colegio nos did 85dulces
| para la fiesta. ¢ Cuantos dulces nos

<{tocaron a cada uno de los estudiantes de YRR
| mi grupo? ¢Cémo los podemos repartir ANARA ;
l Repartir en relacién con (nifios — dulces) ]
“Yo entendi que es una fraccién equivalente en
partes iguales(yo reparti cuatro pa'cada und-y
| sobran 5 y se los regalo a la profe”

La asignacidn sucesiva como contenido representacional da cuenta de la conversion que el
estudiante realiza de la expresion “nos tocaron a cada uno” lo que implica repartir “de a uno”. Se

reparte en relacion con (nifios y dulces).

El estudiante 2 en su tratamiento combina unidades elementales en las formas empleadas
tanto para representar los nifios, como los dulces. Cuando se le pregunta sobre la manera como

puede repartir los dulces, relata lo siguiente:

“yo entendi que es una fraccion equivalente o en partes iguales y yo reparti cuatro para

cada uno y sobran 5 que se los regalo a la profe”

Lo anterior se evidencia cuando elabora la representacion correspondiente con las reglas de
produccion propias del registro pictorico, emplea reglas asociativas de contiglidad y similitud,
para producir una representacion pertinente. Ubica los “nifios” en la parte inferior de la hoja e
inicia a repartir “Uno a uno” los dulces ubicandolos al frente de cada nifio, tal como se observa en

la imagen:
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Al  realizar la
%v\ %
¢ Ciso : 2 DO - 3 SDJ“Q
2.9 O 2 2SS0 es 0850 ¥ actividad de conversion
/\ o OB H (g)o 092400 e
() QO O Q N ~ QD 00~
ARAR M 22232 228 $ .
ARARARR RRIR : entre el registro en
Figura 43. Tratamlent o en el registro pictorico

lengua natural y el
registro pictérico, Se evidencia coincidencia en las siguientes unidades elementales lo que permite

afirmar que hay correspondencia semantica entre:

- 85 dulces representados en el registro en lengua natural que corresponden con 85 bolitas
que se reparten y estan representadas en la representacion pictorica.

- 20 dibujos de figura humana sobre los que se reparte la cantidad de dulces, en una
asignacion de uno en uno.

- La consideracion de fracciones equivalentes como la reparticion en partes iguales que
corresponde con la distribucion equitativa de los dulces.

- La necesidad de agotar la totalidad de los dulces cuando propone compartir los dulces

“sobrantes” con su profesora.

Figura 44.

Conversion del registro lengua natural al registro pictdrico

[ Representacién de partida: Registro en lengua natural } — 4’| Representacién de llegada/partida: Registro pictérico l

Situacion 4. El rector del colegio nos dio
85 dulces para la fiesta. ¢ Cudntos dulces

ITos tocaron a cada unolde los
estudiantes de mi grupo? ¢ Como los
podemos repartir

go‘:lnnﬂoda‘;
3

(.»
62>

9°&

“Yo entendi que es una fraccién equivalente en

Estudiante 2 partes iguales yo reparti cuatro pa’cada unoy
sobran 5 y se los regalo a la profe

En cuanto a la univocidad semantica terminal coinciden en el registro de llegada con las
unidades significantes del registro de salida, pero emerge una unidad significante en la
representacion pictorica que corresponde a los dulces que “sobraron” representado con una bolsa

aparte en donde se encuentran los 5 dulces restantes.
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La organizacion de las unidades significantes que se evidencia al yuxtaponer ambas
representaciones, es posible identificar que el orden se invierte en tanto en el registro de partida,
la representacion en lengua natural parte del reconocimiento del todo, en tanto en la representacion
de llegada en el registro pictorico, se tienen en cuenta inicialmente los nifios sobre los cuales se

reparte la cantidad.

Otra manera de representar la reparticion de los dulces de manera equitativa, la realiza el

estudiante 3:
Figura 22.

Contenido de la representacién (Act.3 — Est.3)

Representacion de partida: registro lengua

oy BRI e T
El rector del colegio nos .@. ulces gan »’
para la fiesta. ¢ Cuantos dulces nos g AOL
‘tocaron a cada uno de los estudiantes de \

| reparticion equitativa dulces - total de estudiantes |\\
.

mi grupo? ¢ Cdmo los podemos repartir?

Totalidad - parte

Asignacion en grupos de a 20 }

Representacion de llegada:
registro numérico

Se identifica la distribucion equitativa de dulces y estudiantes en donde la asignacion se hace
por grupos “de a 20”. En la representacion en lengua natural se reconoce la totalidad y en la
distribucion surge la parte, pero para el estudiante 3, la totalidad (85 dulces) esta implicito y a
partir de alli inicia la reparticion en grupos que estan conformados por el numero de estudiantes a

los cuales hay que repartir.
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Al analizar las representaciones y transformaciones semidticas que requiere la reparticion de
85 dulces, el estudiante 3, selecciona el registro numérico para producir la representacion en donde
en el tratamiento, realiza la reparticion formando 4 grupos y a cada grupo le asigna la cantidad 20

y al grupo restante la cantidad 5, tal como lo expresa en su relato:
“Toca dividirlos entre los 20 a cada nifio le tocan 4 y me sobran 5”

En cuanto a la

Hago el dibujo de |a reparticion:

representacion, se \
/
2 " ‘

reconoce la unidad 1

e
significante elemental L-_‘S?

Figura 23. Tratamiento de la representacion Est.4

del registro  que
corresponde a las cantidades numéricas. Emplea recursos como el borrado en donde se evidencia

varios intentos de reparticion.
Cuando se le pide que relate la manera como hizo la reparticion afirma lo siguiente:

“...ya di 20 me quedan sobrando 65, luego vuelvo a repartir 20 y me quedan 45y ya les he dado
de a 2 dulces. Luego reparto otros 20 y les di de a tres, todavia me quedan 25 y vuelvo a repartir

y me quedan 5, les di de a cuatro... no puedo seguir repartiendo porque no s equivalente....cCoOMo

>

queda darles a 5 nifios no mas y a los otros nada...”.

En la actividad de conversion realizada por el estudiante 3 cumple con los criterios de

congruencia, en los siguientes aspectos:

Hay correspondencia semantica entre los 85 dulces que se reconocen en el registro numérico
distribuidos en grupos de a 20 y un grupo de 5; también se evidencia en la reparticion de los dulces

en donde es representada por el estudiante a partir de la descomposicion de la cantidad 85.
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Figura 24.

Conversion realizada por la Est.4

Representacion de partida: registro |
natural

—
El rector del colegio nos did 85 dulces
para la fiesta. ¢ Cuantos dulces nos
tocaron a cada uno de los estudiantes de
mi grupo? ¢Como los podemos repartir

Rep i6n de llegad
registro numerico

De igual manera hay univocidad semantica al reconocer que a las unidades significantes

elementales del registro de salida como son la totalidad de los dulces y la reparticion, les
corresponden las unidades significantes elementales de la descomposicidn de la totalidad de los

dulces en 4 grupos que se presentan en el registro numérico.

Figura 48.

Contenido de la representacion (Act.3 — Est.5)

Repr ion de llegad
registro pictorico

Representacion de partida: registro
lengua natural

 [m—

1
El rector del colegio nos didM!I
para la fiesta. ¢ Cuantos dulces nos
—{tocaron a cada uno de los estudiantes de
mi grupo? ¢ Cémo los podemos repartir

“De Io@ que tenia el rector, repartio Ee a tres dulces

y le sobraron 10”

! Repartir es “de a uno” '
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La particion esta determinada por la reparticion “de a uno”, que en este caso se hace mediante
formacion de grupos con el fin de garantizar la condicién de equitativa. EI grupo es el resultado

de la reparticion.

El estudiante 5 reconoce las unidades constitutivas del registro, haciendo una inferencia para
determinar la relacion entre dos cantidades; el numero de dulces que regala el rector del colegio
con el nimero de estudiantes del grupo ya que esta informacion no aparece explicita en la situacion

dada por la investigadora®,

Frente a lo que se solicita en esta actividad, selecciona el registro pictorico y algunos recursos
para producir la representacion semidtica como las bolitas y cerramientos que le permite agrupar
las cantidades repartidas. De acuerdo con la representacion producida se forman tres grupos los
cuales son “encerrados” haciendo referencia a la reparticion tal como aparece en la representacion

y por fuera quedan los dulces que “sobraron”, tal como se observa en la imagen:

HEgo i diajo de I8 Tapsee Cuando se les pregunta a los

@L\O‘Qr\ g
: oo estudiantes sobre como se pueden

repartir los dulces, el estudiante 5,
responde: “A cada estudiante le toco de

a tres dulces y los reparten de a 3 dulces”.

En el tratamiento se reconoce que forma tres grupos de a 26 dulces cada uno, con una

distribucién semejante en los grupos conformados que se reconocen por el “cerramiento” que hace

8 Es necesario recordar que tal como se indicé en la unidad de trabajo, los estudiantes seleccionados pertenecian a
dos grupos de grado quinto, uno de 20 estudiantes y otro de 26 estudiantes. Por lo tanto, en la reparticién algunos
estudiantes lo hicieron en grupos de a 20 y otros en grupos de a 26.
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el nifo. Al lado de los tres grupos de dulces que formoé indica que son los “dulces repartidos” y a

un lado aparece la palabra “sobraron” con 10 bolitas sueltas.

En la actividad de conversidn también coincide en los criterios de congruencia, al establecer

correspondencia semantica entre las siguientes unidades significantes:

- Los 85 dulces del registro de partida se corresponden con las “85 bolitas” repartidas en tres
grupos.
- El nimero de estudiantes del grupo 5-2 en donde ambos estudiantes consideraron que se

refiere a 26 estudiantes.

Figura 25.

Conversion entre el registro en lengua natural y el registro pictérico. Est.5

Representacion de partida: registro

- Representacion de llegada:
lengua natural "

registro pictorico

Situacion 4. El rector del colegio nos dio

85 dulces|para la fiesta. ¢ Cuantos dulces

nos tocaron a cada uno de los ’
estudiantes de mi grupo? ¢Cémo los
podemos repartir

Estudiante 5 ¥

“De los 85 dulces que tenia el rector, repartio de a tres dulces
y le sobraron 10”

Al analizar la univocidad semantica terminal, se reconoce que a las unidades significantes

simples del registro en lengua natural se le puede asignar una unidad significante del registro de

llegada, en este caso el pictorico debido a lo siguiente:

A la pregunta ; Como lo podemos repartir?, como una unidad significante simple del registro
de partida le corresponde la unidad significante elemental de la formacién de los tres grupos. Lo
anterior indica que la reparticién uno a uno se evidencia a partir de la formacién de grupos

atendiendo al nimero de estudiantes (en este caso 26).
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La organizacion de las unidades significantes que se evidencia como tercer criterio de
congruencia se presenta a partir de la distribucién de los 85 dulces como primera unidad

significante tanto en la representacion de salida como en la representacion de llegada.

Asi mismo cuando se pregunta en la representacion de partida por ¢cuéntos dulces nos
tocaron a cada uno?, en la unidad significante del registro de llegada, la respuesta a esta pregunta
no se hace explicita, sino que se puede inferir a través de los grupos de a 25 dulces que se hace en
tres grupos. La tercera representacion que corresponde a la explicacion que proporciona el
estudiante para justificar la organizacion de las unidades significantes en el registro de llegada
permite comprender que a cada nifio se le entregarian tres dulces, aspecto que no es visible en la

representacion pictorica realizada.

En la actividad 6,
Tres estudiantes deben hacer un dibujo para pegarlo en su cuaderno de Ciencias Naturales, pero no

cuentan sino con dos hojas de papel para los tres.

También se pudo identificar que en algunos casos la reparticion no es congruente:

Figura 50.
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Contenido de la representacion (Act.6 — Est.5)

Se conserva la relacion totalidad—parte y se asume la particion que no necesariamente es

Representacién de
partida: registro lengua
natural

‘ N Representacion de llegada/partida: Representacion de llegada:
registro pictorico registro numeérico

1 [:l . Relacion enteroy

Tres estudiantes deben hacer un dibujo para
pegarlo en su cuaderno de Ciencias Naturales,

pero no cuentan sino con Ecs hojas de papel

para los tres.

éDe qué manera se puedlas hojas ‘ |

para hacer el dibujo?
+ Repartir: particion inequitativa |

congruente. También surge la relacion entero y fraccion.

|
fraccién 1 “S_

I

-]l Totalidad parte F

B
e

Cuando en la actividad 6, se propone a los estudiantes repartir dos hojas de papel entre tres

estudiantes, el tratamiento que realiza el estudiante 5 aplica las siguientes reglas de produccion:

- Una unidad elemental formada por dos rectangulos que

simulan las hojas pero no se hacen del mismo tamario. ,

Empleando recursos como la regla para su produccion.

- Una de ellas es “rasgada” para formar dos partes que ' Figura51. Tratamiento del registro
pictorico Est.5
tampoco son del mismo tamario.
- Enla descripcion del tratamiento, dice: “la puedo repartir, dejo una completa y parto una a la

mitad”

Al analizar las transformaciones semi6ticas de conversion realizadas por el estudiante 5 no

se evidencia el cumplimiento de los criterios de congruencia por las siguientes razones:

- Launidad elemental simple “tres estudiantes” presente en el registro en lengua natural

no tiene correspondencia con ninguna unidad significante del registro de llegada.
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- Las “dos hojas de papel ” como unidad significante elemental en la representacion de
partida corresponde con las dos hojas dibujadas en el registro pictorico.

- Enla“reparticion”, la representacion producida en el registro de llegada oculta los
estudiantes sobre los cuales se hace la reparticion, ya que no son visibles en las unidades
significantes asi como tampoco en el relato que describe el tratamiento.

Cuando se les pregunta sobre como se pueden repartir las dos hojas, en el registro de llegada
se hacen dos hojas y una de ellas con un corte horizontal o “rasgada” como es el caso del estudiante
5.

En la actividad de conversion entre el registro pictorico y el registro numérico no se cumple

con los criterios de congruencia, tal como se evidencia en las siguientes imagenes:
Figura 52.

Conversion entre registros Est.5

Representacion de llegada/partida: registro

,—’ pictérico — Representacion de llegada: registro

numérico
Representacion de partida:
registro lengua natural

Tres estudiantes deben hacer un dibujo para D 1 1
pegarlo en su cuaderno de Ciencias Naturales, Sl——
pero no cuentan sino cor dos hojas de papel
para los tres “La puedo repartir. Dejo una completa

y parto otra a la mitad”

A la unidad significante “; Qué cantidad le correspondio a cada estudiante?”, responde con
. , - 1 . . ;. . . . .
la cantidad numérica 15, no tiene correspondencia semantica con la unidad significante del registro

de partida.
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Figura 53.

Contenido de la representacion (Act.6 — Est.6)

N

" Representacion de llegada/partida: registro pictérico |

Representacion de partida:

registro lengua natural ‘
———p | Totalidad «— parte

Tres estudiantes deben hacer un
dibujo para pegarlo en su cuaderno
de Ciencias Naturales, pero no

cuentan sino con 405 hojas de papel |—

para los tres. *—

La particion no

necesariamente es
“Una hoja la parto a la mitad y le equitativa

doy una entera a un estudiante”

Se reconoce la totalidad-parte entre las dos hojas de papel y los pedazos de hoja. La particién

no es equitativa ni en registro pictorico ni en lengua natural.

En la actividad 6, se le solicita a cada estudiante la elaboracidn de una representacion que le
permita responder a la pregunta: ¢De qué manera se pueden repartir las hojas para hacer el
dibujo? esta actividad propuesta requiere la interpretacion de la pregunta y de manera simultanea

seleccione el registro sobre el cual va a producir la representacion.

Selecciona el registro grafico para producir la representacion teniendo en cuenta las
siguientes unidades constitutivas: dos rectangulos, uno de ellos con un trazo bien sea horizontal o

vertical.

Utiliza dos rectangulos y uno de ellos con un trazo vertical y

Figura 26. Tratamiento de la traza una linea horizontal para “cortar” una de las hojas.
representacion pictérica Est.6

Al indagar sobre la manera como se hace la reparticion que lleva
a producir la representacion, la estudiante 6 responde: “una hoja la parto a la mitad y le doy una

entera a un estudiante”
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Al analizar las transformaciones semioticas de conversion no se evidencia el cumplimiento

de los criterios de congruencia por las siguientes razones:

- Launidad elemental simple “tres estudiantes” presente en el registro en lengua natural no
tiene correspondencia con ninguna unidad significante del registro de llegada.

- Las “dos hojas de papel” como unidad significante elemental en la representacion de
partida corresponde con las dos hojas dibujadas en el registro pictorico.

- En la “reparticion”, la representacion producida en el registro de llegada oculta los
estudiantes sobre los cuales se hace la reparticion, ya que no son visibles en las unidades

significantes asi como tampoco en el relato que describe el tratamiento.

En la conversion, el estudiante 6 s6lo hace una actividad de conversion entre el registro en

lengua natural y el registro pictorico, tal como se observa en la imagen:

Figura 27.

Conversion entre registros Est.6

>| Representacién de llegada/partida: registro pictérico ‘

Representacion de partida:
registro lengua natural

Estudiante 6

Tres estudiantes deben hacer un
dibujo para pegarlo en su cuaderno
de Ciencias Naturales, pero no

cuentan sino Con|dos hojas de papel “Una hoja la parto a la mitad y le
para los tres. doy una entera a un estudiante”

En cuanto a la distribucion,

Se observa en la siguiente situacion que se les propone a los estudiantes:
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Actividad 5. El zooldgico de Pereira tiene 180 animales que estan distribuidos en dos zonas. Una
. 4 p , . 7
zona Ay una zona B. De los 180 animales - estan en la zona A y los demés animales estan en

la zona B.

En el estudiante 1, se reconoce el siguiente contenido en su representacion:

Figura 56.

Contenido de la representacion (Act.5 — Est.1)

| Representacion de partida: registro lengua natural }% " Representacion de llegada: registro numérico |
| Totalidad«—— parte |
El zoolégico de Pereira tiene 180 animales que estan distribuidos en dos zonas. Una zona p L
Ay una zona B. ! 2 O ‘Ll
De los 180 animales estan en la zona A y los demas animales estan en |a zona P /
)
\ 05
¢ Cuantos animales hay&n la zdna A? el /7
~ O
d
'
= Y
| Distribucién equitativa 4 Representacion de
’ ’ partida: registro
, lengua natural

| ) )
¢Si 6- los animales que quedaron enga zona A se pasaron para lazona B Cuantos

animales estan ahora en la zona B?

Totalidad«—— parte

| Representacion de llegada: registro numérico |<4

La relacion totalidad-parte se conserva de manera grafica y numérica, en donde la parte que
corresponde a la cantidad “30” se asigna cuando se hace una distribucion equitativa de los animales
en el zoologico. La operacion de agrandar y achicar también se hace evidente en la distribucion de
los animales en las zonas y se encuentra determinada por la cantidad de partes (zonas) en las que

se propone distribuir la totalidad (nimero de animales).

Durante la actividad noético-semioética del estudiante 1, se evidencia lo siguiente:
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El estudiante 1, selecciona el registro
numérico para producir la representacion inicial.
El tratamiento de la representacion numeérica

parte de la aplicacion de las reglas de produccion

propias del registro en donde de manera implicita
. L . Figura 28. Conversion del registro grafico al registro

realiza una division de la totalidad que en este numérico

caso es de 180 (animales) en 6 grupos tal como indica la actividad y luego hace la distribucion en

los grupos tal como aparece en la imagen.

En la actividad de conversion entre la dupla de la representacion de partida en lengua natural
y la representacion de llegada en el registro numérico, hay correspondencia semantica entre las

unidades significantes del registro en lengua natural con el registro numeérico.

. 1 .
Para dar respuesta a la pregunta: ¢Si " de los animales que quedaron en la zona A se

pasaron para la zona B. ¢ Cuantos animales estan ahora en la zona B?

Figura 29.

Conversion del registro gréafico al numérico
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Representacién de partida: registro lengua natural I% ‘{ Representacién de llegada: registro numérico I

El zoolégico de Pereira tiene 180 animales que estdn distribuidos en dos zonas. Una zona /i
Ay unazona B 773\ I 2 O u
’

{ \
De los 180 animales| ———\ estan en la zona A y los demés animales estn en 12 2 >
8 \C6)/y
¢Cuéntos animales hay'efi la zdna A? 10 ’
\ —

Representacion de
partida: registro
lengua natural

2003 A s& pasaron para |a zo0a B. Culintos

animales estan ahora en fa zona B?

I Representacion de llegada: registro numérico }-

El
estudiante 1 acude a la representacion en registro numérico. En esta transformacion semiética de

conversion, se reconocen los siguientes criterios de congruencia:

- Se identifica la correspondencia semidtica entre los 180 animales representados en 6
cuadrados con la cantidad 30 en su interior.

- Lacantidad 120 como una cantidad a repartir entre 4 el registro numérico que corresponde

con la cantidad %.

- Cuando se realizan la divisién que surge de la conversion en el registro aritmético, la
cantidad que surge como resultado es 30, que posteriormente se toma como la respuesta a

la pregunta planteada.

En el contenido de las representaciones derivadas de las transformaciones semidticas, del

estudiante 2:

Figura 59.
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Contenido de la representacion (Act.5 — Est.2)

| Representacion de partida: registro en lengua natural li —-{ Representacién de llegada: registro numérico ‘

El zoolégico de Pereira tieng 180 animales que estan distribuidos en dos zonas. Una zona

Ay una zona B.

De los 180 animales
B.

¢ Cudntos animales hay en la zona A? 4@

estan en la zona A y los demas animales estan en la zona

Totalidad«—— parte
|

Distribucion equitativa

A

Parte «— totalidad

o

0
0

@@ de los animales que quedaron en la zona A se pasaron para la zona B. Cuantos
4

animales estén ahora en la zona B? @_

La distribucion equitativa es un contenido de la representacion que se conserva en todas las

representaciones producidas por el estudiante al igual que la relacion parte-totalidad y totalidad-

parte.

Tal como lo expresa en su relato, primero realiza una operacion de division que corresponde

con la expansion del registro numérico, continGa haciendo una reformulacién al descomponer la

totalidad (180) en seis partes de los cuales toma cuatro de ellos y nuevamente recurre a la division.

En la dupla de
representacion  de
partida en lengua
natural a la
representacion  de
llegada en el registro

numérico, hay

| Representacion de partida: registro en lengua natural l— 44 Representacion de llegada: registro numérico ‘ Ia
e Yo lo [Biiat G _duidnao 6] codlcuales
El zoolégico de Pereira tienf 180 animales que estan distribuidos en dos zonas. Una zona fedsSoy 1 thedip AP0 _

Ay una zona B.
De los 180 animales estan en la zona A y los demds animales estan en la zona \
B. \
£Cudntos animales hay en la zona A? @ 1
i 7
: 18800 Nt
120 °° > i

o?z:la.

sl

@@dﬁ los animales que quedaron en la zona A se pasaron para la zona B. Cudntos.
4

animales estan ahora en la zona B? 4@

Figura 60. Conversién entre registros
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correspondencia semantica entre las siguientes unidades significantes del registro en lengua natural

con el registro numeérico:

Los 180 animales que se encuentran en el zool6gico corresponden con los 180 distribuidos

en 6 grupos de a 30.
La cantidad % se representa “tachando” las cantidades.

Los demas animales que se encuentra en la zona B del zooldgico se representan dejando
por fuera del recuadro anterior dos grupos representados por dos cuadrados con la cantidad

de 30 en su interior.

Finalmente en el estudiante 6, también se identifica como contenido la distribucion

equitativa:

Figura 61.

Contenido de la representacion (Act.5 — Est.6)
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Representacion de partida: registro lengua natural |—'—'{ Representacion de llegada: registro numérico

Operador multiplicativo
(achicar)

Distribucién equitativa

Parte «—
Dividi 120 dividido 4 yel Itado que me dio lo
& = sume por los animales que habian en la zona B”

multiplicativo |
(achicar)

Se conserva en las representaciones el operador multiplicativo, en este caso de achicar.

Ademas se reconoce la distribucion como equitativa. Surge nuevamente relacion parte — totalidad.

En la actividad 5, acerca de la distribucion de los animales en el zoolégico, el estudiante 6,
también aplica en las reglas de produccion, expansion informacional propia del registro numérico

desplegando operaciones de suma y division.
Figura 62.

Conversi6n del registro en lengua natural al registro numérico

Dividi 120 dividido 4 l'el resultado que me dio lo
sume por los animales que habian en la zona B” 6

En su relato, da cuenta del procedimiento realizado en el tratamiento de la representacion

numérica, cuando dice: “dividiendo 180 + 6 y después sume 4 veces 30”.
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En la actividad de conversion,

Figura 63.

Conversion entre registros Est.6

| Representacion de partida: registro lengua natural |:'| Representacién de llegada: registro numérico

El zoolégico de Pereira tlene 180 animales que estan distribuidos en dos zonas. Una zona
Ay una zona B.

De los 180 animales estén en la zona A y los demas animales estén en la zona
B

LcmmmmhmA@ ,
- . ‘ == 10 0\L
L)
30 N
426l “400
; 28 0
Estudiante 6 ) e

.si @«t -3 % R m B. ,Cuéntos
Dividi 120 dif/idida 4y el resultado que me dio lo

animales estan ahora en la zona B? .@— sume por los animales que habian en la zona B”

Una segunda actividad de distribucion que corresponde a la actividad 6:
En esta actividad, el contenido de las representaciones que despliega el estudiante 1, se

presenta en la siguiente figura:
Figura 304.

Contenido de la representacién (Act.6 — Est.1)

Representacion de llegada/partida:

Representacion de partida: .

registro lengua natural registro'pictorico T—,| Representacién de llegada: registro

numeérico
—[ Relacion nifios — hojas de papel l—i
7 | Parte«— totalidad }—g-
¢De qué manera se pueden repartir las hojas = 2 =
para hacer el dibujo? — \
1 Asignacion sucesiva \
\_/

Tres estudianted deben hacer un dibujo para
" : “A cada hoja la parto en tres y luego ld.repartojen los
e = et ™

pegarlo en su cuaderno de Ciencias Naturales,|
Se establece relacion entre nifios y hojas de papel tanto en la representacion en lengua natural

pero no cuentan sino con|dos hojas de papel

para los tres

como en la representacion pictérica. En cuanto a la conversion entre la representacion pictérica y

la representacién numérica hay una relacion parte-totalidad.
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La reparticion de las hojas propuesto en la representacion en lengua natural, se conserva en

la representacion pictdrica a partir de la asignacion sucesiva.

En este sentido, el estudiante selecciona el registro pictérico; las unidades constitutivas del
registro que se identifican en las representaciones producidas por el estudiante 1 son la figura
humana, formas rectangulares que simulan las hojas de papel y la particion de las hojas mediante

el trazo de lineas horizontales o verticales. Emplea la reformulacion y expansion de la informacion.

Cuando se le pregunta al estudiante 1 sobre su representacion pictérica para obtener mayores

datos que nos permita comprender el tratamiento, explica: “Cada hoja la parti en tres y luego los

reparti en los tres estudianzes ”

En cuanto a la actividad de conversion, el estudiante parte de la representacion en el registro
en lengua natural proporcionado por el docente produce una representacion en registro pictérico y

finalmente una representacion semiodtica numérica.

Figura 31.
Conversion entre registros

——

Representacion de partida: Representacion de llegada/partida: }
registro lengua natural registro pictorico ) § Representacion de llegada: registro
numérico

Tres estudianteg deben hacer un dibujo para

pegarlo en su cuaderno de Ciencias Naturales,

pero no cuentan sino con|dos hojas de papel

para los tres

“A cada hoja la parto en tres y luego Itﬁ\eparﬁ)}en los
[tres estudiantes”

Tal como se evidencia en la transformacion de conversion entre el registro pictorico y el
registro numeérico hay correspondencia semantica entre las unidades significantes del registro de

partida que se identifica con las dos hojas dibujadas por el estudiante, cada una de ellas con
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particiones de a 3 y la reparticion de a dos pedazos de hoja a cada nifio, que se evidencia en la

fraccion producida.

No se logra univocidad seméantica debido a que en el registro numérico no se reconoce la
unidad elemental del registro pictérico que corresponde con los nifios a los cuales se les reparte la

cantidad de hoja.

En la conversion del registro pictorico al registro numérico se pierde la relacion entre los
nifios y las hojas de papel y solo se hace evidente la relacion entre los trozos de papel y la hoja

completa.

También se observa una distribucidn equitativa en el estudiante 3, de la siguiente manera:

Figura 32.

Contenido de la representacién (Act.6 — Est.3)

Representacion de partida: registro Representacion de llegada:
lengua natural registro pictorico
I Relacién estudiantes— hojas de papel } 1

pero no cuentan sino con|dos hojas de papel Representacién

para los tres. ;De qué manera se pueden — de llegada:
repartir las hojas para hacer el dibujo? Totalidad~— parte Totalidad«—~ parte | | registro numérico

I oy '
Tres estudiantes |deben hacer un dibujo para / _ )f? &l = ?
pegarlo en su cuaderno de Ciencias Naturales, ; L) g '3 .
~.

—0| “parti cada haja@edaﬁ"

Se establece la relacion: estudiantes—hojas de papel tanto en la representacion en lengua
natural como en la representacion pictdrica. En cuanto a la representacion numérica, se identifica

la relacion parte—totalidad.
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Al repartir las dos hojas de papel entre los tres estudiantes se requiere la asignacion sucesiva

“de auno”, de los pedazos de papel que quedan después de la particion de las hojas.

El estudiante 3 selecciona el registro pictérico para producir la representacion que les
permita hacer la “reparticion” de las hojas, haciendo uso de los recursos propios del registro ya
que las unidades constitutivas del registro y que se identifican en las representaciones producidas
por los estudiantes son: la figura humana, formas rectangulares que simulan las hojas de papel y

la particion de las hojas mediante el trazo de lineas horizontales o verticales.

Las “hojas de papel” son partidas mediante dos lineas verticales, realiza una reformulacion
del registro combinando unidades elementales. Utiliza ademés recursos como el borrado, en donde

inicialmente ubica a cada estudiante

(mufiequito) formado por palitos y

bolitas al frente de las porciones que

Est. 3 le corresponden de cada hoja pero

luego utiliza el color para establecer

Figura 33. Tratamiento de la representacion pictérica Est.3
relacion entre la cantidad de hoja y
el nifio respectivamente. Lo anterior da cuenta de un tratamiento de la representacion bastante

enriquecido por la amplitud en los detalles.

Cuando se le indaga por la produccion de la representacion, dice “parti cada hoja 3 pedazos”.
Segun las unidades constitutivas de cada registro y las reglas de produccion empleadas para
producir cada representacion, se reconoce correspondencia semantica y univocidad semantica en

las transformaciones semidticas de conversion en las siguientes unidades significantes:
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- “Tres estudiantes” en el registro en lengua natural que corresponden a los tres nifios
dibujados en la representacion de llegada.
- “Dos hojas de papel” en el registro en lengua natural que son representadas por dos

rectangulos en el registro pictérico.

Asi mismo se conserva la organizacién de las unidades significantes al reconocer el orden
en el que fueron producidas ambas representaciones y en el registro numérico establece la relacion
entre el nUmero total de particiones que se le hace a cada hoja de papel y las porciones que le tocan

a cada estudiante.

En la estructura de los modelos mentales que se lograron reconstruir con las
transformaciones semioticas realizadas por los nifios y nifias de quinto grado, fue posible
diferenciar algunos aspectos que surgen como producto y corresponden a las representaciones
semidticas resultantes las cuales dan cuenta de la naturaleza estatica del modelo, pero en la
expresion e interpretacion de las transformaciones semioticas se lograron identificar algunos

aspectos de la dinamica del modelo.

Las categorias siguientes permitieron reconocer que la razén es mas una condicién de la
relacion entre cantidades o sistemas de cantidades y que los operadores son los tratamientos

implicitos que se hacen desde un mismo registro.

6.3 Categoria 3. La razén como aspecto del modelo que determina las
operaciones o transformaciones en los sistemas conceptuales de los
racionales

Al establecer la razén como una “relaciéon”, se hace necesario en primer lugar establecer

algunas diferencias entre relaciones homogéneas y relaciones heterogéneas. En el presente estudio
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se trabajaron las relaciones llamadas “homogéneas” que se dan entre dos cantidades discretas de
la misma especie (ambas numéricas) o dos cantidades continuas de la misma especie (ambas
cantidades pertenecientes a la misma magnitud: dos longitudes, dos areas, dos volumenes, dos

duraciones, etc.).

En segundo lugar, hay que distinguir las relaciones aditivas o diferencias entre dos
cantidades y las multiplicativas o razones, que para los estudiantes solo se les ocurren
espontaneamente las aditivas entre dos cantidades desiguales y requieren indicaciones para poder
pensar en las relaciones multiplicativas de ampliacion o reduccion entre cantidades desiguales, ya
que cuando las cantidades son iguales no se les ocurre ninguna relacién aditiva o multiplicativa

fuera de la relacion de igualdad.

Las relaciones aditivas homogeéneas se pueden expresar con los dos tipos de diferencias (por
defecto o lo que falta en la primera para llegar a una segunda mayor que la primera, y por exceso
o0 lo que sobra de la primera dada la superposicion sobre la segunda menor que la primera) y las
relaciones multiplicativas homogéneas se pueden expresar con los dos tipos de razones (la propia
o ampliadora de la cantidad menor con respecto a la mayor, y la impropia o reductora de la cantidad

mayor a la menor).

En el caso de que ambas cantidades sean iguales, se suele decir que la diferencia es nula o

cero, y que la razén es idéntica o unitaria o uno.

En el sistema medidor y de acuerdo con la siguiente situacion hay una relacion entre hora y

minutos:

Actividad 8. Si una hora tiene 60 minutos ¢Qué significa decir que son las 9y i ?
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En esta actividad se identifica en el estudiante 1, el siguiente contenido en la representacion

después de realizar las transformaciones semidticas:

Figura 68.

Contenido de la representacién (Act.8 — Est.1)

Representacion de partida: registro Representacién de llegada: registro
lengua natural grafico

Condicion en la particion: relacion entre hora y minutos |
v

- "1 —
2 N\
ntar? / =5 V5
. Ay

-
\ . . 9
@una hora tlenmlnutos, ’ o el ) ]
que significa decir que son las \| % fRueve horaslmashuince]
K \ \S minutos de sesenta”
1 SRR, [

‘ Parte«—» totalidad

:I “y” y “mas” agregan |<—

Se identifica la relacion parte-totalidad que esta determinada por la magnitud que se mide,
en este caso de tiempo. Al hacer la particion se tiene en cuenta la medida como condicion de la

operacion de partir.

La actividad propuesta parte del planteamiento de una situacién con una representacion en

lengua natural en donde se le solicita al estudiante la produccion de una representacion que le

permita responder a la pregunta: ¢Qué significa decir que son las 9y % ?

El estudiante 1, identifica el registro semiético en lengua natural, a partir del reconocimiento

de las unidades constitutivas de la representacion:

- Interpreta la cantidad “9” que se refiere a la hora
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1 -,
- Reconoce que Thace parte de una porcion de la hora.

. -, . 1 . . .
Selecciona la representacion en lengua natural cuando dice que las 9 y e significa decir:

“Nueve horas mas quince minutos de sesenta” (Est. 1).

En la representacion grafica se identifican las siguientes unidades constitutivas:

- Una forma circular dividida en cuatro partes iguales
- Al interior de cada una de las 4 partes aparece una flecha que senala cantidad “15” y al

frente de cada cuadrante aparece el nUmero 15.

Figura 34.

Conversion del registro lengua natural con el registro grafico Est.1

Representacion de partida: registro
lengua natural 4-{ Representacion de salida: registro grafico
Ny
/ \
ntar? / 5 V5

4 Adud
Si una hora tiene 60 minutos, ' ! - i
que significa decir que son las \i = ~ més%uince
9 y(l y \ \S minutos de sesenta”

2 T [

Continuando con el estudiante 1, la actividad de conversion entre la representacion de
partida: registro en lengua natural y la representacion de llegada en registro grafico, se pueden

reconocer los siguientes criterios de congruencia:

- Lahoratiene 60 minutos del registro de partida y la forma circular dividida en cuatro partes

en donde las cantidades asignadas suman 60.

- Lacantidad - y la ubicacion en la forma circular dividida en cuatro partes.

- Lacantidad

y el “15” sefialando con una flecha cada cuadrante.
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Hay correspondencia semantica entre la expresion “quince minutos de sesenta” del registro
de llegada y la distribucion en grupos de a 15 que se presentan en la forma circular dividida en

cuatro partes.

La univocidad seméntica entre el registro en lengua natural y el registro pictorico no se logra

pues la hora completa que corresponde a las “9”, se pierde en la representacion pictdrica.

En la actividad 4, el estudiante 2 también hace evidente la razén cuando establece la relaciéon

entre dos cantidades:

Actividad 4. En Crem Helado nos regalaron 3 cajas de helado. Por cada caja de helado se pueden

sacar 20 vasitos de helado. ¢ Cuantos vasitos de helado tengo si juntamos las tres cajas?

Al respecto en el estudiante 2, se identifican el contenido de la representacion:

Figura 70.

Contenido de la representacion (Act.4 — Est.2)

Representacion de partida: registro lengua natural

Representacion de llegada:
registro numérico

i
1
i
pueden sacar 20 vasitos de helado. ¢{Cuantos vasitos de helado tengo si juntamos las tres |
i
cajas? !

@uviéramos 10 cajas de helado, cuantos vasitos de helado tendriamos?

“Multiplicando el nimero de cajas

Si tuviéramos 5 cajas de helado, cuantos vasitos de helado tendriamos? . »
—_— con el nimero de vasos

bt

Si tuviéramos 20 cajas de helado, cuantos vasitos de helado tendriamos?

[ J

Relacidn cajas de helado - vasitos de helado
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La cantidad “20 vasitos de helado” es una unidad significante que hace parte de la relacién
entre las cajas de helado y los vasitos de helado, que posteriormente permite la accion del operador
multiplicativo agrandador de acuerdo con la transformacion semiotica que se reconoce en las

representaciones del estudiante.

Pasando a la actividad 4 y frente a la pregunta: ¢ Cuantos vasitos de helado tengo si juntamos
las tres cajas?, todos los estudiantes coinciden al responder que tendriamos 20 vasitos de helado,
lo que da cuenta de una actividad de semiosis interpretativa que permite comprobar que reconocen

el registro y sus reglas constitutivas.

Cuando se pregunta por el nimero de vasitos de helado que se tendrian si tiene 10, 20y 5
cajas, el estudiante 2 selecciona el registro numérico y produce la representacion en la que se
identifican unidades elementales de orden superior cuando de manera implicita se reconocen las
operaciones realizadas. Ademas, establece una relacion entre las dos variables sobre las cuales se
presenta la situacion: vasos y cajas cuando responde acerca del tratamiento con la respuesta:

“Multiplicando el numero de cajas con el numero de vasos” (Est.2).

En la actividad de conversion se cumplen los criterios de congruencia: correspondencia
semantica, univocidad semantica terminal y organizacion de las unidades significantes a partir de

la relacion que establece entre nimero de cajas y numero de vasos.

Figura 71.

Conversion entre registros
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Representacion de llegada:

Representacion de partida: registro lengua natural |»— S % registro numérico

Si tuviéramos 10 cajas de helado, cudntos vasitos de helado tendriamos?

“Multiplicando el niimero de cajas

Si tuviéramos 5 cajas de helado, cudntos vasitos de helado tendriamos? X '
—_— con el nimero de vasos

bhE

Si tuviéramos 20 cajas de helado, cuantos vasitos de helado tendriamos?

También se evidencia la razén como pareja ordenada, en la siguiente actividad:

Figura 72.

Conversion del registro lengua natural al registro tabular

Al preguntarles a los estudiantes de 5-2 ¢ Cual de los siguientes libros
quisieran leer?

v Zoro Zoro 5
v Lalsla del Tesoro La isla del tesoro 5
—>]
¥ Harry Potter Harry Potter 5
v Cuentos de los Hermanos Grimm )
. . - Cuentos de los hermanos Grimm 5
Al preguntarle a cada estudiante, |a profesora hizo la siguiente tabla con las

respuestas:

Actividad 1.3. Elaboro la gréfica con los datos de la tabla

Se reconoce la relacion que establecen entre libro y cantidad:

Figura 73.

Contenido de la representacion (Act.1 — Est.1)
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| Representacion de partida: registro tabular ’ —ﬁ Representacion de llegada: Registro grafico l

> Numero de partes en que se

divide Ia totalidad —— m

1 \zoro ,/ 5 : 5 7 8
2 |laisla del tesoro l [ s Cunh s ey
3 [Harry Potter l |l 5 { e
4 f Cuentos de IoshermanosGrimml 5 /' % /. /' /
N/ J( 34v 0
L J

| Relacion libro — cantidad |

Se evidencia una relacion entre partes y la totalidad que se mantiene a pesar de la conversion
desde el registro tabular al registro grafico (circular) lo que indica en esta actividad, la relacion

libro-cantidad como pareja ordenada.

En la primera instruccion el estudiante debe realizar la interpretacion de la representacion

tabular y grafica.

Cuentos de los

Frente a la representacion tabular el estudiante 1
responde: “Entendi que cada uno de los libros tienen

diferentes nimeros y unos tienen mas que otros...”

En su respuesta, la interpretacion de la
representacion tabular permite reconocer que
Figura 74. Representacion tabular

establece una relacion entre los libros y las
cantidades a partir de la lectura horizontal de la informacion que proporciona la tabla en la

correspondencia entre libros y cantidades sin hacer referencia a la preferencia, tal como se refiere

en la pregunta acerca de ¢ Cual de los siguientes libros quisieran leer?

En la actividad 1.2 que corresponda a una actividad de semiosis interpretativa, el estudiante

realiza la interpretacion de la gréfica que se les presenta en la situacion, identifica en el pastel que
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hay una distribucion de los libros y afirma que, “Entendi que hay un libro que quieren leer mas que
los otros”, porque logra identificar que hay un libro que ocupa mas espacio de la gréafica circular
que los demas, haciendo referencia a la frecuencia con la que los estudiantes del grado quinto

seleccionaron el libro.

En la actividad 1.3, se activa la semiosis expresiva cuando los estudiantes deben construir

una representacion grafica a partir de los datos de la tabla.

Al presentar la tabla, se le propone al estudiante la elaboracién de la grafica, lo que indica
que se le presenta la representacion tabular pero la produccién de la representacion gréafica la
realiza el estudiante y cuando se le pregunta por el tratamiento de la representacion, dice: “Lo parti
en cuatro y en partes iguales porque todos tenian el mismo nimero”’, 10 que indica que no habia ninguna

preferencia por un libro en especial.

En el tratamiento de la representacion tiene en cuenta recursos como el trazo de lineas
horizontales y verticales, le asigna la cantidad (5) y por fuera del circulo pone los nombres de los

libros haciéndolos corresponder con la cantidad y la region que ocupa en la grafica circular.

En la actividad de conversion entre la representacion tabular y la representacion grafica se
evidencia correspondencia entre las unidades significantes de ambas representaciones, como son:
los nombres de los libros, la particion de la forma circular en cuatro partes que atiende al nimero

de libros con los que se hizo la seleccion por parte de los nifios.

Figura 75.

Conversion entre el registro tabular y el registro gréafico
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| Representacion de partida: registro tabular |—\ —-| Representacion de llegada: Registro grafico ‘

Zoro | i T > ( ‘

La isla del tesoro | — > )

Harry Potter [ — > 5

Cuentos de los hermanos Grimm > (5 /v " /u /' /
JC 3y D

“lo parti en cuatro y en partes iguales porque todos tenian

el mismo numero”

En esta actividad de conversion, el estudiante interpreta la representacion tabular
estableciendo relacion entre filas y columnas de la tabla, que corresponde con la relacién entre los
libros y cantidades presente en la representacion gréafica circular. Por lo tanto, hay univocidad

semantica entre la representacion de partida y de llegada.

Figura 76.

Contenido de la representacion (Act.1 — Est.5)

Representacion de partida: registro Representacion de llegada: Registro
tabular grafico
.Zofo
Zoro I — — —1 5 (5 .‘I"O JQ\ xC’IO"o
La isla del tesoro [ — —> G ‘E "\0“3 Podet
Harry Potter I —— > (/5\, C.,wn\as \'\ C‘H‘"““
Cuentos de los hermanos Grimm I — (5

Relacion \ibro =
cantida

‘ Relacion libro —

cantidad

f’La elaboro viendo la tabla de datos[v las puse en
porcentaje. En la grdfica se representa el 100%”

En las representaciones producidas en diferentes registros, se reconoce la relacion que
establece entre libro y cantidad en donde a partir del reconocimiento de las unidades constitutivas

de ambos registros se establece diferencia entre la totalidad en la tabla y la totalidad en la gréafica.

En la actividad 1 acerca de los libros que los nifios prefieren leer, en el caso del estudiante

5, recrea su interpretacion dando una explicacion amplia de la situacion que produce la
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representacion tabular e interpreta la tabla al reconocer el nimero de estudiantes que votaron por
el libro Zoro: “Que la profesora hizo una encuesta a cada estudiante para leer un libro y los libros eran:
el Zoro, la isla del tesoro, Harry Potter y cuentos de los hermanos Grimm y los estudiantes votaron mas

por el zoro”

El estudiante reconoce en su interpretacion de la grafica, que la totalidad es el 100%, al
describir la representacion grafica circular, cuando dice: “Porque la grdfica representa el 100% y se

entiende mejor los datos de la tabla” (Est.5).

Cuando se le solicita la produccion de una representacion grafica, ademas de combinar las

unidades elementales dando cuenta de una unidad de nivel superior, emplea recursos como:

- El color para identificar cada

.Zo'o

slo de ‘e-;o“o
H Nowry Podel
qun‘0‘> “ G“"\m

porcion que resultd de la

particibn en cuatro partes
iguales.

- Combina diferentes unidades

elementales lo que permite una Figura 77. Tratamiento del registro gréafico

construccién coherente y de nivel superior mediante el empleo de convenciones.

Al indagar con el estudiante el tratamiento, relata: “La elaboré viendo la tabla de datos y las

puse en porcentaje. En la grdfica se representa el 100%”
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En el estudiante 5, las representaciones producidas en la actividad de conversion permiten

identificar los criterios de congruencia:

Figura 35.

Conversion del registro tabular al registro grafico

Iizovo

Zoro | — - (o}— Aot A\ Wt do) deovo

La isla del tesoro ‘ — - . (,5_4}" - ;v' =y a "7 “o"’ Pol

Harry Potter ‘ — 1 > (/5J¥ E— ( C.wn\a‘: \f\ C?“’”“
Cuentos de los hermanos Grimm | > (5 —

f’La elaboro viendo la tabla de datosb las puse en
porcentaje. En la grdfica se representa el 100%"”

La organizacion de las unidades significante se comprende desde que el estudiante dice que
elabora la representacion grafica circular, “viendo” la tabla de datos, lo que quiere decir que, al
comparar las unidades significantes del registro de partida con las unidades se identifica
univocidad semantica, al hacer de manera consciente la conversion de acuerdo con las unidades
constitutivas y reglas propias del registro grafico circular en concordancia con las unidades

constitutivas y reglas de registro tabular, por lo tanto, se evidencia correspondencia semantica.
En cuanto a la univocidad semantica,

- Los libros y su relacion con la cantidad numérica tienen correspondencia con los libros y
la cantidad porcentual que aparece como unidad elemental en el registro de llegada.
- La distribucion equitativa de los libros y la preferencia de los estudiantes presente en el

registro de partida corresponde con la particion equitativa de la gréafica.
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CAPITULO VII. DISCUSION DE LOS
RESULTADOS

Teniendo en cuenta el objetivo del estudio, que fue comprender los aspectos de los modelos
mentales sobre los nimeros racionales que asocian los nifios de quinto grado a sus representaciones
y transformaciones, es necesario precisar que dichos modelos se manifestaron de manera parcial
en las representaciones semioticas expresivas producidas por ellos a través de algunos registros
semidticos que reconocen y emplean, con el fin de comunicar algunos rasgos del modelo mental

que activaron para resolver problemas y responder a las preguntas propuestas por la docente y la
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investigadora. Ademas, aun sin pretenderlo, los nifios dan algunas pistas de los procesos de
interpretacion de algunas de las representaciones semioticas externas y publicas que se les
proponen; también dan pistas sobre los procesos de calculo mental apoyados en tratamientos y
conversiones de esas representaciones semidticas mentales, privadas e internas, para obtener una
respuesta verbalizada de manera oral o escrita a las tareas y preguntas derivadas de la actividad

matematica propuesta.

Para ello, se acudié a los datos recolectados a través del texto escrito, el artefacto dibujado,
la observacidn directa, los videos realizados durante la actividad noético-semiotica de cada uno de
los 6 estudiantes que hicieron parte de la unidad de trabajo en el desarrollo de 8 problemas

escolares propuestos en la clase de matematicas de manera intencional.

Posterior al andlisis de los datos como producto de la actividad noético-semidtica llevada a
cabo por los estudiantes, se inicio la actividad noético-semiotica de la investigadora que parti6 del
andlisis de la produccidn e interpretacion de representaciones y transformaciones semioticas que

realizaron los nifios de quinto grado.

Con la obtencién de los resultados (presentados de manera descriptiva en el capitulo
anterior), se realiz0 la interpretacion y clasificacion del acervo de datos, teniendo como criterio de
analisis, las representaciones y transformaciones semi6ticas de los nifios, de tal manera que con la
identificacion del contenido o invariante de la representacion posterior a la actividad de

conversion, se permitiera emerger los aspectos de los modelos conceptuales de los racionales.

En primera instancia se reconocieron las categorias iniciales del estudio como punto de
referencia para reconstruir los aspectos del modelo mental de los nifios de quinto grado que

corresponden a las categorias finales del estudio, los cuales se hacen visibles con los recursos que
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la semidtica ofrece para comprender el aprendizaje de la matematica, en este caso de los nimeros

racionales.

En este capitulo se hace el analisis de la seleccion de algunos episodios que Ilamamos
“vifietas”® y que fueron descritos en el capitulo anterior. La seleccion de las vifietas se hizo

teniendo en cuenta la informacién mas condensada y representativa de la actividad noético-

semiotica de los sujetos, acompafadas de la discusion respectiva.

De acuerdo con lo anterior, los puntos de discusion no son directamente los modelos y teorias
construidas por matematicos, autores de libros de texto, maestros, aunque indirectamente si lo son,
porque esas construcciones anteriores son las Unicas orientaciones previas que tenemos para
reconstruir los modelos mentales que utilizaron los nifios de quinto grado en la actividad
presentada en cada vifieta, pese a ello, el interés estuvo centrado en la actividad noético-semidtica

de los nifos.

Para lograrlo se intentd hacer esa reconstruccion por medio de las representaciones y
transformaciones semioticas que emplearon durante la actividad matematica, que posiblemente les
permitieron acceder a los objetos matematicos. Lo que facilitd la primera ronda de analisis fue el
conjunto de las actuaciones expresivas que correspondia a las categorias previas; pero lo mas
relevante de la segunda ronda de andlisis es la deteccidn de otras categorias que emergieron en la
actividad matematica, que, en clave de la perspectiva semiética de Duval, se asocian a los modelos
y teorias de los nifios y nifias de quinto grado en los procesos de aprendizaje matematico, en este

caso de los sistemas de nimeros racionales.

9 Para este estudio la idea de “vifieta” se asume desde Maher y Martino (1996), como una coleccidn de diferentes
tipos de datos centrados en un episodio o una serie de episodios que son de interés y permiten dar soporte a las
categorias finales.
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A continuacion, se presentan las vifietas anunciadas, las cuales se clasifican segun las
categorias que se ubican dentro de los sistemas conceptuales de los racionales, con sus
subcategorias que corresponden a algunos de los aspectos (componentes, relaciones y operaciones)
que hemos podido reconstruir del posible modelo mental activado por cada estudiante. Dichos
aspectos se hacen “visibles” en las representaciones y transformaciones semioticas producidas e

interpretadas por los nifios y nifias en cada una de las vifietas seleccionadas.

7.1 Categoria 1. El Operador o transformador presente en todos los sistemas

conceptuales de los racionales

#
Operador en el sistema partidor
Operador
Transformador en
los sistemas
concept'uales de los Operador multiplicativo
racionales
———

Al interpretar los modelos y teorias de los matematicos, tal como se presentaron en el marco
tedrico, el operador ha sido considerado como uno de los constructos principales por Kieren
(1983); como operador transformador por Nesher (1985) y, como operador multiplicativo por

Behr, Post y Silver (1983).

Vergnaud (1983); Ohlsson (1988) y también Freudenthal (1983), le otorgan mayor
importancia cuando afirman que el operador esté presente en la construccion de todos los sistemas

numeéricos, no solo en los sistemas de nimeros racionales.

197



Con el fin de refinar la categoria de operador, se acude al modelo del archipiélago
fraccionario expuesto por Vasco (1994), en donde se utiliza la metafora de que los operadores
activos (achicadores y agrandadores) son animalitos que viven en la isla de los operadores, la cual
representa la isla principal del archipiélago, desde la cual se pueden construir con naturalidad
puentes hacia la comprension de las otras islas, las de los partidores, de los medidores y de las

razones.

Los puentes entre los operadores y su cercania con los partidores se hacen evidentes, tanto
en la particion fisica concreta, cuando el operador indica la division de la unidad en partes iguales
sin tener en cuenta a qué corresponde la igualdad (“;iguales de qué?”), como en la particion
geomeétrica intuitiva, en donde la unidad es relativa a la magnitud que se quiere medir, prestando
atencion al sistema de medida, lo que facilita el acercamiento a la particion matematica abstracta
que lleva a la comprension de los operadores como medidores al reconocer cuando operan sobre
cantidades de alguna magnitud especifica, generalmente la longitud o el area; finalmente, de
manera indirecta, los operadores ayudan a comprender mejor las razones, entendiendo la razon
como relacion estatica entre dos nimeros o dos cantidades que estan en una situacion de
proporcionalidad directa o inversa, pues esa razon se da precisamente porque las dos cantidades
relacionadas se pueden obtener una de la otra por medio de uno de los dos operadores de una pareja

de inversos achicador/agrandador.

Al realizar el andlisis de los datos, se reconoce que en las metaforas del archipiélago no se contaba
con la diferenciacion entre “particion fisica concreta”, “particion geométrica intuitiva™ y

"particion matematica abstracta"', inicialmente planteada por Obando (2003) como particion

10 Esta distincidn es una contribucion de la Dra. Martha Isabel Fandifio Pinilla, como evaluadora internacional de
esta tesis.
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fisica, geometrica y matematica, y que no se habia sefialado la particion geométrica como puente
que facilita el paso entre la particion fisica y la particion matematica. Tampoco se habia tenido en
cuenta que los “monstruos” operadores (achicadores y agrandadores) podrian transitar a cualquier
isla y “comerse” no solamente a otros animalitos que vivian alla, sino también a otros monstruos
u operadores, bien sea medidores o partidores, y que también podrian actuar sobre las relaciones
entre elementos o sobre el resultado que hubiera arrojado otro operador, funcion que lleva a la
composicién de operadores por la izquierda o por la derecha, y que corresponde precisamente a la

llamada “multiplicacion de fraccionarios”.

Esta operacion binaria se comprende mucho mejor con el modelo mental de la composicién
de monstruos u operadores agrandadores y achicadores cuando actGan uno después de otro que
con el de la multiplicacién usual entre numeros naturales distintos de cero, la cual no puede achicar

a ninguno de los dos factores.

Una vez que se refinan las metaforas del archipiélago fraccionario con las distinciones
anteriores, ellas nos facilitan reconocer que los que antes se tomaban como operadores de la
dinamica de un sistema de cantidades de una misma magnitud se vuelven ahora los componentes
0 elementos de un sistema de operadores que a su vez tiene la operacion de composicién en la

dinamica de ese sistema de orden superior.

Esa era precisamente la descripcion de la columna de los sistemas analiticos o algebraico-
analiticos en el nuevo curriculo del Ministerio de Educacion Nacional en el marco teorico de 1984
y en los lineamientos generales de 2002: los sistemas algebraico-analiticos son nuevos sistemas de
orden superior en los que se combinan relatores entre si para producir nuevas relaciones entre
parejas de elementos del nivel inmediatamente superior, 0 se combinan operadores que acttan

sobre elementos del nivel inmediatamente inferior para producir nuevos operadores.
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Por lo tanto, tal como lo afirma Vasco (1994), los simbolos de operadores que se escriben
en papeles o tableros y suelen interpretarse como representantes de operaciones o transformaciones
mentales de elementos de algun sistema matematico mas o menos abstracto, también pueden
referirse a construcciones mentales muy concretas para los estudiantes, las cuales se podrian
describir como ciertos “monstruos imaginarios” que achican o agrandan a las victimas que se les
acerquen. Estos monstruos conforman la dinamica del sistema de cantidades que ellos se pueden

comer y transformar, las cuales serian los elementos 0 componentes del sustrato del sistema.

Aunque no se pueda representar el proceso mismo de transformar (agrandar o achicar) un
componente dado, al medir el “tamafo” del componente antes y después de que se lo coma el
monstruo, es posible identificar si la operacion representada por el simbolo que identifica al
monstruo tiene el efecto de achicar o agrandar el tamafio del componente; por ejemplo, agrandarlo
al doble o achicarlo a la cuarta parte. Asi se puede estimar internamente con la imaginacion, el
efecto de la operacion agrandadora o achicadora sobre el tamafio inicial, o el efecto de activar uno
de los monstruos después de que el otro haya hecho su trabajo, luego se pueden precisar esos
efectos y cambios con simbolos y numerales de un registro semiotico de representacion publica de

esas cantidades y de sus monstruos u operadores.

Se pueden pues utilizar nimeros con rétulo para el tamafio inicial y el tamafio final,
calculando mentalmente o con simbolos escritos en un papel con numerales, simbolos de operacién
y el signo de igualdad. Pero esas manipulaciones simbdlicas ya no serdn puramente mecanicas,
sino que tendran un sentido y un apoyo imaginativo para que el estudiante pueda interpretarlas en

su modelo mental de los monstruos que comen cantidades.

Esos cambios graficos de los numerales y otros simbolos de un registro semidtico permiten

al estudiante expresar publicamente una actuacion mental de su dindAmica mental privada. Desde
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lateoria de Duval, esas transformaciones semidticas de las representaciones escritas coinciden con
lo que ¢l llama “un tratamiento” de las representaciones semioticas. El cambio de metaforas, como
el paso de las operaciones numéricas a las transformaciones graficas sobre representaciones
pictoricas de otro registro semidtico, las cuales requieren una traduccion explicita de un registro a

otro, coincide con lo que Duval llama “una conversion”.

Ambos tipos de transformacion, los tratamientos y las conversiones, permiten a quienes
realizamos el analisis, extraer de los datos algunas pistas para reconstruir los aspectos de los

modelos mentales activados por el estudiante que actia como agente noético-semiotico.

Con las distinciones propuestas por Obando (2003) en cuanto a los tipos de particiones y con
el reconocimiento de una variedad de monstruos partidores que existen en el archipiélago (Vasco,
1994), podemos afirmar que existen al menos los siguientes tipos de operador: operador partidor
(fisico concreto, geométrico intuitivo y matematico abstracto), operador multiplicativo y operador

medidor.

Esta tipologia depende de la accion que el operador ejerce sobre una cantidad o magnitud u
otro componente o elemento del sustrato del modelo, o sobre la relacion entre componentes o sobre
un resultado previamente obtenido. Por lo tanto, existen operadores partidores que transforman
una totalidad en un determinado nimero de partes que pueden ser “partidas” de manera subjetiva,
atendiendo a la forma de la unidad o totalidad a partir o con respecto a una magnitud; pero también
podemos hablar de operadores multiplicativos cuando agrandan o achican una cantidad o sistema
de cantidades de acuerdo con la relacion que se establece entre ellas y se logra reconocer el

operador medidor, en cuanto transforma una totalidad atendiendo a una magnitud.
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Lo anterior se hace evidente partir de las vifietas agrupadas segun las subcategorias que

atienden a los tipos de operador:

7.1.1 Subcategoria 1: EIl Operador en el sistema partidor
En el sistema partidor, el operador como partidor fisico se hace explicito en el tratamiento
de las representaciones que producen los estudiantes en acciones como partir, rasgar, romper y

separar:
Vifeta 1:

En la actividad 6, se le solicita a cada estudiante la elaboracion

de una representacion que le permita responder a la pregunta:

Est.6 ¢De qué manera se pueden repartir dos hojas entre 3

Figura 79. Tratamientode la  estudiantes? Esta actividad requiere en primer lugar, la interpretacion
representacion graflca
de la pregunta y casi de manera simultanea, la seleccion del registro

sobre el cual va a producir la representacion que da cuenta de la respuesta.

El estudiante 6 selecciona el registro gréfico teniendo en cuenta las siguientes unidades
constitutivas: dos rectangulos, cuya pretension es simular las hojas de papel a las que se les asigna
la misma magnitud de éarea, lo que garantiza que al realizar un “corte” horizontal a una de ellas, se

pueden obtener dos hojas de igual dimensién de area acercandose a la particién geométrica.

El operador partidor fisico se representa mediante a la accion de “cortar” con una linea
horizontal una de las hojas, transformando el rectangulo que representa una hoja, en dos
rectangulos, en tanto el operador partidor geométrico, permite reconocer que al trazar una linea

horizontal en un rectangulo se pueden obtener dos rectangulos con la misma area.
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Al preguntarle sobre la respuesta a la pregunta inicial, el estudiante 6 realiza una actividad

de conversion del registro grafico al registro escrito y produce la siguiente representacion:

“una hoja la mitad y le doy una entera a un estudiante”.

Figura 80. Tratamiento de la representacion de lengua natural

En el registro escrito, se vuelve a la particion fisica al asumir que una hoja fue “partida”,
pero en el producto que se obtiene que es la mitad se reconoce que una sola particion puede llevar
a dos mitades, lo que se acerca a la particion geométrica en donde se asume que las partes

resultantes corresponden a la cuantificacion de dos cantidades homogéneas.

En esta situacion, el operador es el aspecto dindmico del modelo del sistema partidor que
actua sobre una cantidad que corresponde a una hoja, para convertirla en dos mitades, en donde,
al hablar de las dos mitades se hace alusién al partidor fisico y no al partidor matematico, el cual
supone la divisién de la unidad en partes equitativas o equivalentes, atendiendo a una misma

dimensidn, que para estos casos suele ser la longitud de un borde de la pagina o el area de la misma.

En este caso, el operador partidor fisico se presenta en el nifio por imitacion de las acciones
de romper o partir la hoja realizadas por el maestro, lo que dificulta —0 ain impide— la
conceptualizacion del partidor matematico. A esa conceptualizacion solo se tiene una posibilidad
de aproximacion desde el operador partidor geométrico en el registro grafico, por el uso del recurso
semidtico de las formas geométricas (como lineas rectas y los rectdngulos), que permite avanzar
en la produccion de representaciones publicas que reflejen la actividad mental de construir un

partidor matematico a partir de los partidores geometricos que representan los partidores fisicos.
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De igual manera se logra identificar en el tratamiento de ambas representaciones semidticas,
tanto graficas como escritas, que el operador es un aspecto del sistema partidor que actta sobre los

componentes del sistema, transformandolos.
Veamos el segundo caso:
Vifieta 2:
Ante la pregunta por la interpretacion de la expresion:
¢Me comi la mitad de la torta?,
El estudiante 5, responde a la pregunta con una representacion en registro escrito:

‘separe): de la unidad”

Figura 81. Tratamiento de la
representacion

En este caso, el operador actta en la relacion que las partes tienen con la unidad de &rea en
la representacion grafica circular de la torta: al “separar” una de ellas, el operador realiza una
accion sobre la totalidad, que consiste en separar la mitad de la totalidad de la unidad, en este caso

de area, que coincide con la separacion como una accién fisica de particion.

En la segunda representacion, se realiza una particion geométrica cuando acude a los
recursos del registro grafico, en este caso la grafica circular. El

operador aparece en el modelo estatico representado con recursos como

el coloreado que se hace a la mitad de la totalidad de la unidad de area

ue corresponde a la grafica y que representa la torta.
Figura 36. Conversion del q P 9 Y4 P

registro gréfico al numérico
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Finalmente, representa la cantidad con el registro numeérico, en

donde el operador no se hace explicito en el tratamiento, pero si en el

- 1
producto y se representa con la cantidad > como resultado de la

cuantificacion de las dos porciones de la representacion grafica circular g ra 83, Representacion

numérica
que tienen la misma area.

El tratamiento de la representacion semiotica realizado por la estudiante indica que el
operador actla transformando una unidad de area, que en este caso seria la grafica circular que
representa “una torta”, en una nueva cantidad que expresa la relacion cuantitativa entre una cierta
cantidad tomada como unidad-todo y otra cantidad tomada como parte. Llama la atencién que la
Gnica magnitud con la que se opera sea el area, pues en una torta puede haber otras magnitudes

que se “esconden” detras del registro grafico, como el espesor o la masa.

Lo anterior permite reconocer que, de acuerdo con las representaciones y transformaciones
semidticas, en el sistema partidor el operador es un aspecto del sistema que puede actuar como
partidor fisico para transformar la cantidad mediante “cortes” o “rasgados” que se hacen explicitos
en el tratamiento de las representaciones en el registro oral, en el escrito, pero que al hacer la
conversion al registro grafico, en su tratamiento se acerca a la particion geométrica; pero ain no
se tiende el puente entre la particion fisica concreta y la geométrica intuitiva para acceder a la

particion matematica abstracta.
7.1.2 Subcategoria 2: EI Operador multiplicativo

De acuerdo con los modelos y teorias sobre los racionales, existe un consenso en considerar
que el racional también puede ser un operador o transformador multiplicativo de un sistema de

cantidades hacia el mismo u otro sistema de cantidades, bien sea ampliando o reduciendo la
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cantidad, que en palabras de Vasco en el archipiélago fraccionario, permite distinguir entre los

monstruos achicadores y los agrandadores.

Ya se ha observado que para los nifios resulta extraiio que al “multiplicar” dos operadores
en el sentido de aplicar uno después de otro (“composicidon” mas que “multiplicacion”), los
resultados se achiquen, cuando para ellos “la multiplicacion siempre agranda” en los nimeros

naturales.

Al revisar las representaciones semidticas producidas por los estudiantes en torno a una de

las situaciones propuestas, el operador multiplicativo se reconoce en las siguientes vifietas:

Vifieta 3:

Figura 84.

Contenido de la representacion (Act.4 — Est. 3)

Representacion de partida: registro Representacion de llegada: registro
lengua natural numérico

Operador multiplicativo:

agrandador
Si tuviéramos 10 cajas de helado,|cuantos vasitos de helado tendriamos?
“Yo multiplique 20 por 10
Si tuviéramos 5 cajas de helado, cudntos vasitos de helado tendriamos? y luego 20 por 5y 20 por
—_— - 20"

Si tuviéramos 20 cajas de helado, cuantos vasitos de helado tendriamos?

|_>| Relacion cajas de helado - vasitos de helado | ¢m——

Est.3

En este caso, el operador multiplicativo surge después de establecer la relacién entre dos
sistemas de cantidades: el niamero de cajas de helado y la cantidad de vasitos de helado que se

encuentran en cada caja, en donde se desconoce la capacidad de la caja y la capacidad del vasito,
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porque lo que pretende la maestra en esta actividad es establecer una relacién entre objetos
discretos (numero de vasitos de helado y nimero de cajas con vasitos de helado) y no, en objetos

y magnitudes continuas (como el volumen de helado o la capacidad de la caja de helado).

Pero el operador multiplicativo solo se hace explicito cuando la investigadora les pregunta
acerca del producto obtenido, en este caso las cantidades: 200, 100 y 400. Lo anterior indica que
el operador multiplicativo hace parte del tratamiento que de manera implicita se hace de la
representacion en lengua natural y que posteriormente lleva a la transformacion de conversion,
como “célculo mental”, que indica que deben relacionarse dos cantidades: el nimero de cajas con

el numero de vasos y actuar sobre una de ellas realizando una multiplicacion.

En la siguiente vifieta, se ejemplifica otra manera de expresar el operador multiplicativo en

otras representaciones semidticas:
Vifieta 4:
Ante la siguiente pregunta:
Si nos sobrd la cuarta parte de helado de una de las cajas,
¢ Cuantos vasitos de helado quedaron?

Cabe aclarar que la pregunta del docente resulta ambigua, debido
a gue parece que se piensa en una unidad continua de volumen o de
capacidad, por la cantidad de helado que pueda caber en la caja, cuando

realmente se trata de unidades discretas, como el nimero de cajas, y el

numero de vasitos de helado ya servidos que se encuentran en una caja

Figura 85. Representacion
pictorica
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como la comercializa el vendedor, tal como es representado en la imagen por el estudiante 4:

El estudiante 5 selecciona el registro grafico para representar la situacion, sustituyendo la
caja de helado que representa una unidad discreta en donde caben 20 vasitos de helado, por un
objeto continuo que se representa con una gréafica circular. Sobre esa

grafica realiza el tratamiento: divide la representacion gréfica circular

inicialmente en cuatro partes y, al interior de cada una de ellas, hace

Figura 37. Conversion entre
representacion en registro
gréfico al registro numérico

subdivisiones de tal manera que pueda ubicar la totalidad de los
helados (20) que trae cada caja, haciendo trazos hasta obtener 20

divisiones o particiones.

El operador multiplicativo se hace explicito en el conteo iterado de lo que se representa aqui
como la caja de helado, cuando en primer lugar, divide la cantidad de vasitos de helado en cuatro
grupos, para luego determinar el nimero de vasitos que quedan en cada una de las cuatro

particiones.

Este es un tratamiento que si bien ocurre cuando se “echa a andar” el modelo mental, es
posible inferirlo en el modelo estatico, tal como se observa en la vifieta, al menos con la

comparacion de la representacion inicial y la final.

En cuanto a la conversidn en el registro numérico, en este caso el operador multiplicativo se
infiere de la comparacidn entre la representacion semiética inicial y la siguiente pues la cantidad
5 - -z .y . . .,

g o refleja la accion del operador multiplicativo pero si muestra la transformacion como producto

de la actuacion sobre la cantidad, en este caso, la caja de helados, teniendo en cuenta que se
establece relacion con unidades continuas en la representacion circular que representa la caja de

helado.
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En ambas situaciones y a partir de la actividad semiotica expresiva de los estudiantes, se
puede reconocer que el operador multiplicativo surge inicialmente como una relacion entre
sistemas de cantidades que luego en el tratamiento implicito de las representaciones se asume

como transformador de una totalidad, bien sea achicandola o agrandandola.

Es de aclarar que en el registro pictérico y gréfico se logra expresar la actuacion del operador,
por lo que queda representado en el modelo estatico inicial y en el final, lo que no ocurre con el
registro numerico, en donde el operador se infiere de la representacion en registro oral que se le

solicita al estudiante.

Categoria 2: Sistema Partidor: la relacion parte-todo

——

Relacion totalidad — parte y parte - totalidad

Sistema partidor: la
relacion parte / todo Las operaciones de partir, repartir y distribuirsin la
condicion de igualdad en los registros semioticos

Al apoyarnos en la TGMT y reconocer los modelos como sistemas en sus tres aspectos
(sustrato, estructura y dinamica), pudimos identificar la existencia de cuatro sistemas conceptuales
sobre los racionales: operadores, partidores, medidores y razones. Al identificar los operadores o
transformadores como aspecto al interior de cada sistema, nos damos cuenta que la dindmica se
activa cuando el sistema se “echa a andar” y en esa accion se selecciona el operador, el argumento
u operando, para efectuar la operacion “en acto”, no solo “en potencia” que se quedaria en el

modelo estatico.
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La relacién parte-todo se ha considerado —tanto por los autores como por los maestros y los
autores de libros de texto como un eje a traves del cual acceder a otros conceptos de los nimeros

racionales.

Autores como Hart (1981, 1985); Freudenthal (1983); Ohlsson (1988), Obando (2003) y
Fandifio (2009) reconocen que en la introduccion formal del concepto de fraccidén y otros
conceptos relacionados con los nimeros racionales se hace referencia a una parte de un todo
cuando nos referimos a cantidades continuas o, cuando son cantidades discretas, se refiere al
namero de un subconjunto tomado como una parte en relacion con el numero total de objetos de

la coleccién tomada como un todo.

7.2.1 Subcategoria 1: La relacion totalidad-parte y parte-totalidad

A partir de las interpretaciones que los nifios hacen de las representaciones de cantidades
discretas que se les presentan, fue posible constatar que, en los registros y representaciones
semidticas analizadas, estos siempre establecen una relacion entre una parte y una totalidad o todo,
dada la importancia y relevancia que ha tenido el desarrollo de actividades de particién que
conllevan a la identificacion del todo y de la parte, tal como se ha propuesto en los modelos y las

teorias de los matematicos, autores de libros de texto y maestros.

Sin embargo, y reconociendo que en los hallazgos del presente estudio también se hace
evidente para los nifios esta relacion, llama la atencidn la manera como entre el registro verbal
(oral o escrito) y el registro grafico desde sus reglas de conformidad se va mostrando que la
relacion parte-totalidad cambia de sentido hacia la relacion totalidad-parte; es decir, de acuerdo
con la naturaleza de algunos registros, se puede presentar primero la parte como unidad elemental,

para luego captar la totalidad como segunda unidad elemental significante, o —en la fase de
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conversion como en la de tratamiento que se le hace a la representacion— la constitucion de la

totalidad puede aparecer como primera unidad elemental y luego la parte.
Para ilustrar mejor esta afirmacion, se presentan los siguientes ejemplos:

- En el registro oral, se dice tengo “un cuarto de pastel” haciendo alusién a la parte de una
totalidad, mientras que, en el registro pictorico y el gréfico, la primera unidad elemental
que aparece en el tratamiento es la totalidad en este caso, el pastel para luego “partirla” en
cuatro partes e identificar el cuarto del pastel.

- En el registro numérico, se escribe inicialmente la cantidad que se toma de la totalidad, es
. . -1 . I . .
decir, si voy a escribir > lo que en el registro grafico primero debo reconocer la totalidad

para despues identificar la parte.

A continuacién, se presentan mediante un ejemplo, las producciones y transformaciones
semidticas de los estudiantes en una actividad con cantidades continuas, ya que como veremos

mas adelante cuando hablamos de cantidades discretas, los nifios no la asumen como particion.

Partiendo de una actividad de semiosis interpretativa, se les presenta a los estudiantes la

siguiente situacion:
“Me comi un sexto de pizza”

Analizando el contenido de esta representacion en registro en lengua natural desde el

tratamiento:

Gomiun sexto

Parte - totalidad

Me

Al interpretar la representacion, se puede evidenciar que

de pizza

se inicia con la parte que en este caso corresponde a la

cantidad de pizza, lo que indica que se vuelve al partidor
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fisico que actua sobre el objeto concreto, y 1o que se come: “comi un sexto”, lo cual hace notar
que la cuantificacion va con “un”, no con “el” y va en masculino, que es distinto a decir “una sexta
parte” 0 “la sexta parte”. La relacion entre parte y totalidad surge a través del conector “de” y al
terminar la frase “de pizza”, alli emerge la totalidad con la particion fisica indicada en la accion
“comi un sexto” sin que se note la intermediacion consciente de las cantidades de la magnitud

respectiva.

Representemos la misma situacion en registro pictorico:

1

N

\&

N

Cuando se realiza la produccion de esta representacion que proviene del registro

pictdrico, se requiere como primera unidad constitutiva la definicion de la

totalidad, en este caso la pizza completa, para luego “extraer” de alli la parte, que
Totalidad - parte

corresponde a “un” sexto de pizza. Esto indica inicialmente una particion fisica

de la totalidad en seis partes que corresponden a seis trozos o pedazos de pizza, pero también a la

particion mental que se representa en la imagen. Ademas, de la ambiguedad en el tamafio de las

partes, al no explicitarse que sean “iguales”, ni “iguales de qué” o “iguales en qué”, debido a que

el registro semidtico grafico no lo hace explicito y en el registro oral, en algunos casos, se omite.

Posteriormente, en la representacion en el registro grafico se presenta el mismo tratamiento,
debido a la semejanzay cercania entre el registro pictorico y el registro gréafico. En el tratamiento
de esta representacion, las unidades constitutivas del registro emergen de igual manera que en el

registro pictorico.

Se puede comparar el tratamiento en el registro verbal escrito y en el

l I registro grafico dibujado con el posible tratamiento en la imagen mental

Totalidad - parte

simplificada del disco, con o sin colores o sombreados.
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De acuerdo con la metodologia de modelos y teorias se explicita que se trata precisamente
de “adivinar” el modelo mental sistémico a través del registro grafico y la teoria verbalizada, que
en “el discurso en acto” va acompafiada con apoyos de gestos, pausas y tonos, aunque estos se

pierden en la grafia (el texto escrito con o sin dibujos).
Ahora revisemos el tratamiento de la representacion en el registro numérico:

De acuerdo con las reglas de conformidad, se inicia con la

Parte - totalidad  €scritura de la parte que corresponde a la cantidad “1” como
@—— el numerador de la fraccion y posteriormente la relacion que

se representa a partir de la linea horizontal para luego presentar el todo “6” como denominador.

Al analizar el tratamiento en cada uno de los registros se nota en su construccion como la
“parte” y la “totalidad” aparecen a medida que se va produciendo la representacion, que en unos

registros aparece primero la “parte” y en otros registros aparece primero la “totalidad”.

Al momento de acudir a la transformacion semiética de conversion, cobra relevancia el
cambio de sentido de la relacion “parte-totalidad” ya que complejiza la comprension de este

constructo de los racionales, tal como se ejemplifica a continuacion:

Registro en lengua natural Registro pictorico Registro grafico Registro numérico

MeComi un sextode pizza ()
-— Parte - totalidad
Parte - totalidad

®

Totalidad - parte Totalidad - parte

En la semiosis interpretativa, cuando el nifio identifica el registro sobre el cual se ha
producido la representacion, debe reconocer el sentido de la relacion parte-totalidad que permite

la conformacién de las unidades elementales del registro.
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Para el caso de la semiosis expresiva y a partir del analisis de los datos obtenidos que dan
cuenta de las transformaciones semidticas realizadas por los nifios, se presenta la siguiente vifieta
gue permite argumentar la aparicion de esta categoria, la relacion parte-totalidad y totalidad-parte
en los modelos mentales sobre los racionales que poseen los nifios y nifias de quinto grado y que

se hicieron evidentes en el presente estudio:
Vifeta 5:

Al solicitarle a los estudiantes producir una representacion en registro escrito a partir de la
representacion en registro oral: “Dos sextos de torta”, para luego realizar una actividad de
conversion en registro grafico y posteriormente en registro numérico, se nota el cambio de sentido

de la relacién parte-totalidad como se presenta a continuacion:

Figura 87.

Conversion entre registro lengua natural, registro grafico y numérico

‘ Registro en lengua naturall—-| Registro gréfico}—-‘ Registro numérico

D‘os sextos de m—)

Parte - totalidad

20,

-[/ A7

Parte - totalidad

Totalidad - parte

En la actividad de semiosis expresiva, ademas de seleccionar el registro sobre el cual
producira la representacién, se requiere identificar el sentido de la relacion (parte-totalidad o
totalidad-parte) e ir asumiendo el cambio de sentido que va ocurriendo al realizar la conversién

entre los diferentes registros.

La relacién parte-todo es la descripcion de una particion de un objeto en partes en donde la
idea de un “todo” es una caracteristica basica de esta representacion, lo que permite corroborar
que la identificacion del “todo” debera aparecer en un primer momento de la representacion de tal
manera que se haga evidente para su construccion, lo cual ya hemos comprobado que no es posible
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debido a los recursos, reglas de conformidad y condiciones que desde los registros se imponen a

las representaciones.

Con lo anterior, se puede concluir que pensar en la nocién parte-todo como constructo
derivado del mecanismo constructivo de particion propuesto por Kieren (1983), no supone una
relacion arbitraria entre la “parte” y la “totalidad”, de acuerdo con la estructura de cada registro
semiotico, ya que sugiere que la relacion puede cambiar de sentido, es decir, va del “todo” a la
“parte” y en otros de la “parte” al “todo” que se evidencia en el tratamiento y se acentla en la
conversion, lo que hace visible en la dindmica del modelo mental que poseen los nifios y nifias de

quinto grado sobre los racionales.

7.2.2 Subcategoria 2: las operaciones de partir, repartir y distribuir sin la condicion de

igualdad en los registros semioticos

La importancia y trascendencia que ha tenido la nocion parte-todo en el aprendizaje de los
racionales tiene varias implicaciones que si bien ya han sido abordadas por autores como
Freudenthal (1983); Kieren (1983); Hart (1988) y Fandifio (2009), hay otros aspectos que desde
un analisis semiotico como el realizado en el presente estudio, no han sido considerados y pueden

dar cuenta de un obstaculo para su aprendizaje.

Cuando enfrentamos a los estudiantes a una actividad matematica que involucre la nocion
parte-todo, se evidencian diferencias en torno a lo que implica la accion de “partir”, “repartir”’ y

“distribuir”, asi como la condicion de igualdad que demandan estas operaciones.

Desde los modelos y teorias sobre los racionales, Kieren (1983, 1993) concibe la particion
como un mecanismo constructivo del numero racional y el desarrollo de los cinco subconstructos:

medida, cociente, razén y operador multiplicativo. De igual manera, autores como Steffe y Olive
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(2010); Pitkethly y Hunting (1996); Confrey y Maloney (2008) consideran que la particion es una
operacion que consiste en la clasificacion o asignacion de cantidades bien sea continuas o discretas
basada en el criterio de igualdad, asumiendo indistintamente la particion fisica, geométrica o

matematica.

Ha sido tan generalizado y asumido en las teorias sobre los racionales que la particion trae
consigo la condicion de igualdad, que Vasco (1994) afirma en el Archipiélago Fraccionario que la
mayoria de los libros de texto consideran que la Gnica isla es la de los fraccionarios como partidores
de objetos: panes, dulces, bananos, naranjas, pasteles y hojas de papel, siempre desde particiones
fisicas, en donde se parte cada objeto en tal nimero de partes “iguales” y se escogen tantas, dejando
a quien realiza la accion de “partir” la decision del criterio de igualdad (““;iguales en qué?””). Con
frecuencia se omite el criterio de igualdad de las partes, y cuando se explicita, no se verifica,

especialmente si el nUmero de partes es mayor que cuatro.

En este sentido, la iniciacién del aprendizaje de la particiobn como proceso inicial para el
acercamiento de los nifios a los racionales ha llevado a que, en la clase de matematicas, todas las
acciones que realiza el docente se basen en la realizacion de cortes, dobleces, rasgados, entre otras

particiones fisicas.

Al analizar la actividad noético-semidtica en los estudiantes participantes en el estudio, fue
posible reconocer que la equiparticién no es una propiedad inherente a la operacion de partir,
situacién que puede deberse a que no es explicita en los registros semidticos que permitan
interpretar e inferir la “igualdad” en las representaciones y transformaciones semioticas asi como
tampoco en los recursos semidticos que ofrecen los registros para producir las representaciones

semidticas por parte de los nifios de quinto grado.
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Para sustentar esta afirmacion, recogemos algunas vifietas derivadas del tratamiento de la

representacion gréafica:
Vifieta 6:

Cuando se les pide a los estudiantes dividir una torta en seis partes (omitiendo la condicién

de igualdad en la instruccidn), se evidencia que la estudiante 4 realiza una “particién” geométrica

~ de acuerdo con el recurso semiotico del registro grafico que en este caso

=T estd representando una torta, realiza inicialmente una particion por

mitades, mediante el trazo de una linea vertical y luego en cuartos, al
Figura 38. Tratamiento de la
representacion grafica realizar un trazo horizontal y para obtener las seis partes que le propone

la instruccidn, traza una linea inclinada.

Para la estudiante, la condicion es “partir” en las partes que se sugiere en este caso en seis
partes, sin tener en cuenta que cada una de las partes sea igual a las demas, cuando se les propone
una particion fisica y de manera intuitiva se espera que realice una particién geométrica que lo

lleve a la particion matematica abstracta.

Vifieta 7:

El estudiante 5 al realizar la misma accién de particién geométrica

intuitiva es seis partes la torta en la representacion grafica, hace

inicialmente un trazo horizontal que le permite cortar en dos partes

Figura 89. Tratamiento

del registro grafico equitativas y luego traza dos linea inclinadas que pasen por el centro de la

forma rectangular tratando de realizar una particion que le permita obtener las seis partes.

Lo que se manifiesta en las dos vifietas es que lo que les interesa a los dos estudiantes es
partir la totalidad en las porciones que sean solicitadas, en este caso de la torta representada en una
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forma rectangular sin tener en cuenta el area de la forma geométrica que permita mantener la
igualdad, que se refiere a la equiextension en donde la igualdad desde la particion fisica concreta

no seria suficiente.

La nocidn de racional emerge desde la conmensurabilidad al agotar la totalidad, tal como lo
propuso Brousseau en los afios 70 y no a la obtencion de partes “iguales”, lo que se evidencia en

la actividad semiotica desplegada por los dos estudiantes.

De igual manera, y desde la actividad semiotica de conversion, se pueden reconocer las
transformaciones semioticas que realizan los estudiantes. Algunas de ellas permiten confirmar la
ausencia de la condicién de igualdad en los diferentes registros semiéticos, tal como se aprecia en
la siguiente vifieta:

Vifieta 8:

Figura 90.

Particién congruente Est.4
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Registro en - = -
lengua natural Registro grafico REEI'St.I’O
‘ numérico
“Me comi la mitad de ; \ o

la torta” s -3 ——
“\\ G

La condicidn de particidon congruente no hace
parte de las unidades constitutivas en ninguno de
los registros

Analizando la actividad semidtica expresiva que realiza el estudiante, se reconocen dos

acciones que llaman la atencién:

1. En el registro lengua natural se dice “me comi la mitad de la torta” que hace alusion a una
particion fisica y la estudiante en la conversion al registro grafico, realiza una particion
geomeétrica coloreando la mitad de la torta y manteniendo las particiones en seis partes que se
habian solicitado previamente; de igual manera en el registro numérico se mantiene la particién
en seis partes y se toman la mitad de ellas (3) tal como se interpreta esta representacion.

2. Cuando se refieren a “a la mitad” se asume la particion en partes iguales en donde las dos
partes en las que queda “partida” la totalidad, no hace alusion a la equiparticion de las
particiones internas, que en este caso las “seis partes” no son equitativas, lo que permite
afirmar que el nimero de particiones puede influir en la condicion de igualdad y puede
atribuirse a una limitacion de los registros pictorico y grafico, que en el caso del registro
oral y numérico, aparece dentro de los recursos del registro si la maestra o incluso el

estudiante la tiene en cuenta.
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Segun lo anterior, solo es posible identificar la particion equitativa si en la representacion en
lengua natural que se les presente a los estudiantes se hace de manera explicita el
requerimiento de la condicion “partes iguales”, que no es posible promoverla en los demas
registros de representacion semidtica, pues en las reglas de conformidad no se reconoce un

recurso semiotico que lo promueva en la construccion de la representacion.

Fandifio (2009), sin haberse referido a la dificultad semiotica que se estd planteando en este
estudio, ha hecho también referencia al uso del término “partes iguales”, cuando dice que se
constituye en un obstaculo en la construccién de conocimiento debido a su significado subjetivo,

que nos permite volver a la pregunta: iguales en qué o iguales de queé.

En tal sentido, y sumado a lo observado en el proceso investigativo, la condicién de
equiparticién ademas de ser un obstaculo cognitivo es un obstaculo semi6tico e incluso emotivo,
ya que la condicién de igualdad en la particion, depende de la cercania que el nifio tenga con la
totalidad a partir, el reconocimiento de su magnitud o el interés por la totalidad, pues en este caso
si a un nifio le gustara mucho la torta y le dijeran que uno de los pedazos seria para él, seguramente

la particion no seria equitativa.

Otro aspecto a considerar es que partir en “partes iguales” deberia incluir “iguales en qué”,
de tal manera que las acciones fisicas de partir sugieran la magnitud sobre la cual se dice “en partes
iguales”, aspecto que los registros no permiten reconocer o sus recursos son limitados para ello y
no permiten pasar de la particion fisica a la particion geométrica y posteriormente a la particion

matematica.

En cuanto a la reparticidn, tal como lo manifiesta Kieren (1983), esta tiene una génesis social

que indica la accion de repartir, que puede ser “de a Un0” como estrategia para intentar mantener
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la igualdad, sin negarse a la posibilidad de residuo o puede ser por reparticiones proporcionales,

lo que no garantiza, ni requiere una particion equitativa, sino que esta asociada a otro criterio que

puede ser subjetivo.

Esta actividad de reparticion, asociada al reparto, se evidencia en las siguientes vifietas:
Vifieta 9:

Ante la siguiente situacion propuesta en el registro lengua natural:

El rector del colegio nos dio 85 dulces para la fiesta. ¢ Cuantos dulces nos tocaron a cada uno de

los estudiantes de mi grupo? ¢Como los podemos repartir?

Dos representaciones pictoricas que fueron realizadas por los nifios que participaron en el

estudio, muestran lo que indica para ellos, la accion de repartir:

Figura 91.

Reparticion De a Uno
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En ambos casos, los estudiantes reparten la totalidad de los dulces (85); en el estudiante 5 lo
realiza formando 3 grupos de a 26 dulces y en el estudiante 1 hace una reparticion “de a uno”.
Otro aspecto que tuvieron en cuenta en el tratamiento de la representacion consiste en el

reconocimiento de una cantidad que sobra (un residuo), porque si se seguia repartiendo no se
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lograba repartir nuevamente “de a uno” o en uno de los grupos formados por la estudiante 5, y
dejaba de ser equitativa la reparticion, al reconocer que cada una de las colecciones formadas

deberian quedar con igual cantidad de dulces.

De acuerdo con lo anterior, es posible identificar reparticiones equitativas entre otras cosas
porque para los nifios de quinto grado que participaron en este estudio, la particion estd mas
asociada a cantidades de objetos continuos y la reparticion es una operacion que cobra sentido en
cantidades de objetos discretos que puede tener como criterio la condicion de igualdad asociada a
la génesis social de la que habla Kieren, pero no necesariamente hace parte inherente de los
registros semidticos sino del tratamiento que se hace al interior de cada registro, en este caso del

pictorico.

Tampoco se puede desconocer que existen repartos proporcionales asociados a reparticiones
de herencias, tierras, ganancias en términos comerciales a los que también se hace alusion en el
contexto de la clase de matematicas y que conducen al concepto de proporcionalidad, pero que no

hicieron parte del analisis ni de los resultados de este estudio.

En sintesis, cuando hacemos reparticiones, es posible que ocurra la equiparticién o la
reparticion proporcional. Cuando ocurre la equiparticidn, se incluye un criterio subjetivo en el
reparto; por lo tanto, se confirma en estos datos el obstaculo didactico, cognitivo y semiotico
frecuentemente observado que conlleva la condicion de equiparticion, tanto en las reparticiones
proporcionales como en los problemas de las herencias. En muchos de estos problemas de
herencia, explicitamente la igualdad no cuenta, sino la proporcionalidad. Las reparticiones de
herencias suelen privilegiar al hermano mayor, y no se trata de repartir la herencia en partes

iguales.
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Otro aspecto que se hizo evidente desde esta perspectiva noético-semidtica, y que también

ha sido considerada en el mecanismo constructivo de la particion, es la distribucion.

Vifeta 10:

Cuando se les pide repartir dos hojas de papel entre tres nifios,

{ \ ‘ El estudiante realiza de manera implicita una

X#? < f particion de las hojas de papel de manera
-
g £ equitativa, haciendo cortes en cada hoja en tres
Figuragg_ Repart.c.on De a Uno partes trazando dos lineas verticales para

obtener tres hojas con igual magnitud y de la misma manera hace la particion geométrica de la
segunda hoja, para luego “distribuir” las porciones de hoja entre los tres nifios. Es decir, la
distribucion ocurre después de la particion y como se va a distribuir se tiene especial cuidado para

que la particidn sea equitativa.

En esta primera vifieta se reconoce una distribucién derivada de una particion en donde la

condicion de la particion es equitativa.

Ademéas del ejemplo anterior, al analizar los datos se pudo reconocer otra manera de

distribuir, tal como se presenta a continuacion:
Vifieta 11:

Figura 93.

Reparticion mediante la division
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El zoolégico de Pereira tiene 180 animales que esta n dos zonas. Una zona

Ay unazonaB

De los 180 animales estan en la zona A y los demas animales estan en la zona

B
¢ Cuantos animales hay er la zona A?
e

¢Ste los animales que quedaron en la zona A se pasaron para la zona B. Cuantos

7 g : \ animales estan ahora en la zona B?
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La distribucion requiere la formacién de grupos en cada uno de los cuales haya igual nUmero
de elementos. Segun la vifieta, cuando se les propone a los estudiantes, la distribucion de 180
animales teniendo en cuenta que se deben formar 6 grupos, el estudiante acude a la division (restas
sucesivas) como recurso del tratamiento de la representacion numérica para lograr una distribucion

equitativa de los animales del zooldgico gque en este caso se logra, porque no queda residuo.

Desde el analisis noético-semidtico realizado, los nifios de quinto grado representan las

particiones mediante cortes de una totalidad en los registros semidticos pictoricos y graficos

. a - - - . -
representados mediante la forma ~ sin que necesariamente las particiones sean equitativas. En

cuanto a los repartos, utilizan estrategias de reparticion “Uno a uno” hasta agotar la totalidad y
preservando la equiparticion, aspecto que es observado en el registro pictorico y grafico pero
dentro del registro numérico se convierte en un tratamiento implicito. En cuanto a la operacion de
distribuir, la division es la estrategia que busca obtener distribuciones equitativas cuando no hay
residuo; en el caso del residuo, se suele presenta un dilema con respecto a “qué hacer” con lo que

sobra.

Por lo anterior, se puede concluir que cuando se utilizan particiones, la igualdad no es un

criterio cuando se acude a la particion fisica; en cuanto a la particién geométrica, el criterio esta
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determinada por la forma de la totalidad a partir; solo en la particion matematica se atiende a una
magnitud debido a la estandarizacion de los sistemas de medida; en cuanto a la reparticion y
distribucion, supone un criterio de igualdad de partes equitativas o de proporcionalidad entre partes
desiguales a partir de recursos como el “repartir di-a-uno” o cuando se hace una operacion de
division sin residuo.

Categoria 3. La razon como aspecto del modelo que determina las operaciones
o transformaciones en los sistemas conceptuales de los racionales

p—

Relacion “ser parte de”
La razén como aspecto del modelo
que determina las operaciones o
transformaciones en los sistemas
conceptualesde los racionales

Relacion multiplicativa entre
cantidades o entre sistemasde
cantidades

Son multiples las acepciones sobre las cuales se presenta el concepto de razon, por lo tanto

se puede decir que desde los modelos y las teorias, los autores coinciden en afirmar que:

- La razon es una relacion multiplicativa entre dos cantidades continuas, como dos
longitudes, o discretas, como dos numeros cardinales que esta relacionada con la
proporcionalidad (Obando, Vasco & Arboleda, 2013).

- Larazon es una relacion multiplicativa que se interpreta como una division indicada y se
representa como una fraccion (Fandifio, 2009).

- Los nifios tienden a considerar que la razon es una relacién aditiva debido a que la frase
“dos es a cuatro, como seis es a ...”, produce como respuesta “ocho”, cuando los docentes
esperan que establece una relacion multiplicativa y la respuesta sea “doce”, esto se debe a

gue cuando establecen relaciones entre cantidades tienden a hacer conteos que en algunos
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casos, los resultados de la suma pueden coincidir con la multiplicacion (Fernandez y
Llinares, 2010).

- La razdn actia como relator cuando cumple la funcién de cuantificar la relacion por
cociente entre dos cantidades o sistemas de cantidades distintas o actia como operador
cuando se aplica sobre una cantidad o sistema de cantidades conocida para hallar una
cantidad o sistema de cantidades desconocida (Obando, Vasco & Arboleda, 2013).

- Larazon también se considera el invariante en una serie de cantidades proporcionales entre
si, y el racional como emergente de la razon cuando se elige una cantidad arbitraria como
unidad y las demas cantidades se comparan con respecto a esta cantidad (Confrey y

Carrejo, 2005).

Desde la apuesta metodoldgica asumida en el presente estudio y con el interés de identificar
la razon en los modelos conceptuales de los racionales que poseen los nifios de quinto grado, bien
sea como sistema o componente de los sistemas partidor, operador y medidor, surgen las siguientes

subcategorias:

7.3.1 Subcategoria 1: como relacion “ser parte de”

Al analizar la actividad noético-semioética de los nifios de quinto grado, participantes en el
estudio, las representaciones semidticas y sus transformaciones, el concepto de razon surge en la
relacion parte-todo cuando la totalidad es una unidad de medida, tal como se reconoce a

continuacion:

Vifieta 12:
Figura 94.

Ser “parte de” en el Sistema Razon
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Si una hora tiene 60 minutos ¢Qué significa decir que sonlas9y t?

\ 4

“Nueve horas mads quince minutosesenta” (Est. 1)

Podria decirse que esta razdn, establecida como relacion entre la medida de tiempo de una
hora y que contiene 60 minutos, se representa en el registro lengua natural como la relacion entre

una horay el cuarto de tiempo que corresponde a 15 minutos de 60 minutos.

La unidad significante elemental “de” permite reconocer la relacion y por consiguiente la
razén que establece el estudiante, al hacer explicito un sentido de relacion entre dos magnitudes,
que en este caso, es decir que los minutos estan “contenidos” en la hora 6 que 15 minutos se
encuentran contenidos en 60 minutos que corresponden a una hora (Fandifio, 2009) y ademas

reconoce que la relacion esta dada entre 60 minutos y los 15 minutos.

Cabe aclarar que ninguno de los nifios y nifias que participaron del estudio, relacionan “de”
presente en la representacién semiotica en el registro lengua natural que establece una relacién
entre magnitudes, con la representacion en registro numérico como fraccion que siempre esta

asociada con el sistema partidor o con una division indicada.

En una representacion numérica como la fraccion, no se establece relacion de manera
explicita con la razon, porque lo mas relevante en este registro y en la representacion que se

produce es el operador, no el relator o la relacién.

De alli la dificultad para reconocer la razon, en la division indicada, en donde el numerador
y el denominador pierden su valencia semantica de parte-todo al ser intercambiables (Fandifio,
2009), debido a que la razon se establece en doble direccion.
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Ante esta representacion semidtica producida en el registro lengua natural, la razén aparece
de manera implicita en la relacion entre ambas magnitudes (minutos y horas), pero no es evidente
ni se hace consciente en los estudiantes, s6lo se reconoce en el analisis de las representaciones y
transformaciones semidticas producidas.

Subcategoria 2: la razén como relacion multiplicativa entre cantidades o entre sistemas de
cantidades

Vifeta 13:

Figura 95.

Contenido de la representacién (Act.4 — Est. 2)
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Representacion de partida: registro lengua natural

Representacién de llegada:
registro numérico

cajas?

1
1
1
pueden sacar 20 vasitos de helado. ¢ Cuantos vasitos de helado tengo si juntamos las tres |
1
1
1

@uviéramos 10 cajas de helado, cuantos vasitos de helado tendriamos?

“Multiplicando el niimero de cajas
con el nimero de vasos”

Si tuviéramos 5 cajas de helado, cuantos vasitos de helado tendriamos?

bt

Si tuviéramos 20 cajas de helado, cuantos vasitos de helado tendriamos?

l l

L‘ Relacion cajas de helado - vasitos de helado Est.2

El estudiante establece una relacion multiplicativa entre dos cantidades discretas: vasos de
helado y cajas de helado que corresponde a dos magnitudes variables cuyo criterio es la cantidad

“20”. En tal sentido, la razén es de 1 a 20.

En este caso, la razon se expresa con una relacion multiplicativa, en tanto existen dos
cantidades (discretas) en donde la razén determina el operador que se aplica sobre una familia de
cantidades “agrandandola” o “achicandola”. Siguiendo a Lamon (2012), la razon es estructurante

en los procesos de constitucion del nimero racional.

Vifeta 14:

Figura 96.

Razon como pareja ordenada
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Zoro D

r
-
o

La isla del tesoro

Harry Potter

wa‘

Cuentos de los hermanos Grimm

nd

“Que los niiios prefieren el libro Zoro, porque @estudiantes que
en los demads libros” (Est.5)

Desde la semiosis interpretativa, al presentarles la representacion tabular acerca de la
distribucion del numero de estudiantes y los libros de su preferencia, el estudiante establece la

relacion libro-cantidad de estudiantes y compara cada relacion en el sistema de cantidades.

Veamos la siguiente vifieta que ilustra este concepto de razén:

Vifeta 15:

Cuando se le pide al estudiante que, de acuerdo con los siguientes datos, elabore la tabla:

Figura 97.

Conversion del registro tabular al registro gréfico
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B Lovo
li-, o del deov

Zoro
La isla del tesoro Y “0"‘1 Podet
Harry Potter Curntos W Gomm
Cuentos de los hermanos Grimm
(Est. 5)

Se puede identificar que el estudiante establece al menos tres relaciones de parejas

ordenadas:

La primera, entre el nombre del libro y la cantidad que le corresponde: (Zoro, 5), una segunda
relacion determinada por el libro y el color: (Zoro, color naranja) y la tercera relacion entre el libro

y la cantidad porcentual: (Zoro, 25%).

Al presentar esta situacion matematica, se requiere la identificacion de las cantidades a
comparar, ordenar y operar. Lo anterior hace suponer que la razon no es un constructo en términos
de Kieren, se constituye en un invariante de la actividad matematica con los racionales en donde
en los sistemas operadores, partidores y medidores emerge de las relaciones multiplicativas, como

relacion entre cantidades, como pareja ordenada 0 como comparacion.

Siguiendo a Ohlsson (1988), citado por Cortina (2014), en la vida cotidiana aparecen
diversos tipos de situaciones en gue se utilizan expresiones que relacionan dos nimeros de manera
multiplicativa, que pueden ser divisibles entre si 0 no. Estas relaciones se representan mediante
fracciones, razones, decimales y porcentajes, para el caso de los estudiantes que participaron en el
estudio, las razones como fracciones no se presentaron de manera explicita en las representaciones

semidticas.

La propuesta del archipiélago fraccionario de Vasco (1994), si bien presenta la razon como
una “isla” independiente, también asume que en la comparacion de razones, la razon es ambigua,
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ya que puede entenderse como relacion entre las cantidades o como una pareja de operadores
inversos, un achicador con su agrandador respectivo, dependiendo del sentido de la relacion, lo

que genera obstaculos para su comprension.

En lo expuesto por Obando, Vasco y Arboleda (2013) afirman que la razén se comporta
segun sea la relacion entre las cantidades involucradas en la situacion en donde puede ser relator
u operador, cuando concluyen que se pueden identificar cuatro funciones basicas de la razon:
“como relator, como operador, como correlator, 0 como transformador, segln si la situacion
compara dos cantidades o dos familias de cantidades” (p. 986).

Pese a la afirmacion de Obando, Vasco y Arboleda, de acuerdo con el andlisis noético-
semidtico realizado en este estudio, al identificar las unidades constitutivas de las representaciones
semidticas y reconocer el contenido de la representacion, la razon no puede considerarse un
sistema conceptual dentro de los racionales, pues al asumirse bajo los tres aspectos, la razon
determina las relaciones entre los componentes, entre otras cosas porque la enunciacion “aes a b
como c es a d” y la notacion tradicional a : b : : ¢ : d son ambiguas para los estudiantes desde dos
puntos de vista: no ven por qué los docentes privilegian el punto de vista multiplicativo y no el

aditivo al hablar de”es a”, y tampoco ven por qué las razones que parecen “agrandadoras” como

GCE)’

la de dos a cuatro, los profesores hacen la conversion de “2 : 4” en it

que les parece a algunos

nifios que es “un achicador”.
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CAPITULO VIII. CONCLUSIONES,
LIMITACIONES E IMPLICACIONES
TEORICAS, INVESTIGATIVAS Y
EDUCATIVAS

8.1 Conclusiones

Siguiendo el objetivo general de la tesis, cuya pretension fue comprender los aspectos de
los modelos mentales (componentes, relaciones y operaciones) sobre los nimeros racionales que
asocian los nifios de quinto grado a la interpretacion de las representaciones y transformaciones
semidticas que se les presentan y averiguar cdmo expresan sus modelos a través de las
representaciones que ellos producen y de las transformaciones semidticas que realizan para
resolver problemas escolares, las conclusiones que a continuacidn se presentan surgen de los
resultados de los analisis, de las interpretaciones y discusiones presentados en los dos capitulos

anteriores.

En este proceso de intentar comprender los tres aspectos de esos modelos mentales
(componentes, relaciones y operaciones) a partir de los productos del proceso de semiosis
expresivas e interpretativas realizadas por los nifios durante todo el estudio emergié unay otra vez
el reconocimiento de la centralidad de la semidtica como herramienta tedrica y metodoldgica

privilegiada para el andlisis de los aspectos matematicos, epistemolégicos y didacticos de la
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actividad matematica escolar de maestros y alumnos, sus modelos y teorias y sus esfuerzos por

comunicarlos entre si y a la investigadora.

Aungque en los ultimos quince afios en el analisis didactico han entrado en escena los aportes
de la semiotica de Charles Sanders Peirce y Umberto Eco, con los juegos de lenguaje desde Adalira
Séenz-Ludlow, el enfoque Onto-Semidtico de Godino, Batanero y Font y el enfoque Semiético-
Cultural de Radford; el presente estudio se ubica en el enfoque noético-semidtico propuesto por
Raymond Duval, que nos ha permitido poner en discusién desde su teoria de los registros
semioticos de representacion semiotica y su precisa distincion entre las transformaciones de las
representaciones semidticas llamadas por él “tratamientos” y “conversiones”, los modelos
mentales que se han construido por matematicos, maestros, autores de libros de texto, nifios y nifias

en torno a los racionales.

Al revisar las teorias de los autores, autores de libros de texto y los maestros, que se exponen
en el marco teorico y su contraste con los datos obtenidos mediante el analisis noético-semidético
de la actividad matematica realizada por los nifios quinto grado; en algunos autores no es posible
reconocer si estan tratando sobre los conceptos abstractos y los sistemas conceptuales o si se
refieren a la notacion y los sistemas de representacion semiotica, como en el caso de “fraccion” y
“fraccionario”; o la diferencia entre el numeral “arabigo”y el “3”, o el llamado nlimero “romano”y

“III” entre otros.

Lo anterior que pretende ser una conclusién derivada del analisis semidtico, fue posible
afirmarlo teniendo en cuenta que este estudio que se guia por la Teoria General de

Representaciones e Interpretaciones —TGRI- considerada desde la perspectiva semiética de Duval,
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permitio la indagacion de las producciones noéticas internas (modelos mentales y teorias) de los
maestros y los estudiantes, que son privadas y directamente inaccesibles, y de las producciones
semidticas de tipo expresivo que utilizaron ambos tipos de sujetos para representar publicamente

esos modelos y teorias privados.

Por lo tanto, las conclusiones que siguen, la consideracién de las limitaciones del proceso
adelantado en esta investigacion y las recomendaciones, se han elaborado desde la perspectiva
ontoldgica de los procesos y los sistemas, desde la perspectiva epistemoldgica de los modelos y

las teorias, y desde la perspectiva semioética de las representaciones e interpretaciones.

Teniendo en cuenta dos puntos de vista metodoldgicos, las categorias emergentes y la
relevancia de la semidtica en la investigacion en didactica de la matematica que se adelantd en este

estudio, las conclusiones se presentan en el siguiente orden:

8.1.1 Desde lo metodoldgico:

Los dos puntos de vista metodoldgicos que se concluyen del trabajo realizado son
conceptuales y semioticos. Son conceptuales, porque surgen de la nocion inicial de sistema
conceptual de la aritmética elemental a una sucesion de sistemas diferentes con distintos modelos
y teorias mentales interpretables en esos modelos, y expresables publicamente en figuras,
diagramas, maquetas y otros modelos externos, con teorias enunciadas publicamente en distintas
producciones linguisticas articuladas en lenguas y lenguajes digitalizados, simbdlicos, orales o
escritos producidos por los que llamamos registros semiéticos verbales naturales o cotidianos, que
suelen estar enriquecidos por registros técnicos a la mas refinada de modelo mental sistémico
privado o publico en el que se interpreta una teoria aritmética, con sus tres aspectos (componentes,

relaciones y operaciones).
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Son semioticos porque parten de la nocion inicial de sistema simbdlico a la distincion entre
registro semidtico como sistema productor de representaciones semidticas (por ejemplo, el registro
algebraico escrito para la aritmética que tiene numerales para los términos constantes y literales
para los términos variables) y representacion semiotica como sistema ya producido (por ejemplo,
una férmula bien formada de la aritmética generalizada que Ilamamos algebra elemental, como la

férmula de solucion de la ecuacidn cuadratica).

Habiendo explicado los puntos de vista metodoldgicos, se aborda a profundidad cada uno de

ellos desde los modelos y teorias existentes en torno a los racionales:

Desde los aspectos conceptuales en este estudio fue posible reconocer y explicitar los
sistemas conceptuales de los racionales en los modelos y las teorias de autores que, partiendo de
la categorizacion inicial esbozada por Kieren (1983), han influenciado tanto a los investigadores
como a los maestros y a los autores de libros de texto y otros materiales didacticos para promover

el aprendizaje de los nimeros racionales.

Kieren (1983) sugiere inicialmente la existencia de siete subconstructos que finalmente
recoge en cuatro subconstructos acerca del significado de los ndmeros racionales: los
subconstructos de medida, cociente, razon y operador, que se encuentran interrelacionados, son de
tipo conceptual (y no solo de manipulacién simbdlica) y hacen alusion a alguno de los mecanismos
constructivos del concepto de nimero racional, bien sea a la equivalencia y a la particion, que
desde la TGPS permite reconocer que la equivalencia pertenece al aspecto relacional, a la
estructura, mientras que la equiparticion pertenece al aspecto operacional, es decir a la dindmica

del sistema.
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De acuerdo con lo anterior, a lo largo de todo el desarrollo de la presente investigacion se
reconoce y se confirma la vigencia de algunos supuestos de la teoria de los racionales propuesta
por Kieren, cuando plantea que el nimero racional hace parte de una red conceptual con varios
subconstructos, al menos los cuatro enunciados por él, lo que agrega mayor complejidad al
aprendizaje de este concepto matematico, pero también abre distintas vias de acceso a dicho
concepto por parte de los estudiantes y distintas vias de acercamiento a sus procesos mentales por

parte de la investigadora.

En este reconocimiento de los cuatro subconstructos como sistemas conceptuales de
diferente naturaleza, asi parezcan soportados por el mismo sustrato de elementos que se llaman
diversamente “racionales”, “quebrados”, “fraccionarios” o simplemente “fracciones”, se confirma
la existencia de varios modelos mentales correspondientes a esos sistemas conceptuales y de varias
teorias que los relacionan y organizan; por lo tanto, se puede afirmar que no es posible abordar el
concepto de namero racional desde un solo subconstructo o sistema conceptual, sino que cada
autor de un libro de texto, maestro o estudiante que se ha analizado en esta investigacion, ha

quedado claro que conviven al menos dos o tres y, en algunos casos, los cuatro sistemas

conceptuales de los racionales propuestos por Kieren.

Segun la Teoria General de Procesos y Sistemas, en cada uno de estos cuatro sistemas
conceptuales y en cada uno de sus modelos mentales se pueden diferenciar los tres aspectos
principales de todo sistema: su sustrato o conjunto de componentes, su estructura o red de

relaciones y su dindmica o inventario de operaciones y transformaciones internas.

Siguiendo con los modelos y teorias de los autores, Vergnaud (1983) propone que los
nameros racionales conforman un campo de cocientes, en donde los objetos y actividades que se

requieren para su construccion deben partir del conocimiento de estructuras aditivas y
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multiplicativas, centrandose en el campo multiplicativo y haciendo evidente la importancia de los

operadores, dejando de lado la “adicion de fracciones” como campo cercano a los partidores.

La relevancia del modelo de Vergnaud radica en importancia que le otorga al sistema
operador en la construccion del concepto de nimero racional desde los operadores multiplicativos
reductores y ampliadores, que los estudiantes prefieren llamar “achicadores y agrandadores”. Ya
se vio en la discusion precedente que los aspectos operatorios si estan presentes en los maestros y
sobre todo en los estudiantes, asi los autores de libros de texto y los maestros parezcan referirse

solo a las particiones.

En cuanto a Behr, Lesh, Post y Silver (1983), ellos centran su modelo en el mecanismo
constructivo de particion de Kieren, pero también reconocen otros subconstructos como medida,
razén, cociente, decimal y operador, el cual es el que mas claramente actia como transformador;

de igual manera Nesher (1985) y Ohlsson (1988) retoman los constructos considerados por Kieren.

Posteriormente, la fenomenologia didactica de Freudenthal (1994) traté la adquisicion del
concepto de numero como objeto de pensamiento a partir de una relacion mdaltiple entre el
‘noumenon’ (objeto de pensamiento) —que en este caso es el numero racional— y sus
‘phainomena’ como todos los fendmenos perceptibles desde el punto de vista sensorio-motriz que
aparecen ante la mirada o la imaginacién de los distintos sujetos concretos en la actividad y en el
lenguaje cotidiano y en las actividades escolares y que aparecen como relacionados con ese mismo

‘houmenon’.

De igual manera se presenta en la formulacién inicial de la Teoria General de Sistemas en el
marco tedrico de la Renovacién Curricular (MEN, 1984), con la distincién entre los sistemas

concretos y familiares a los alumnos, que corresponden al “phainomenon” o al mundo de los
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fenomenos, y los sistemas conceptuales que corresponden al “noumenon” o al mundo de los

conceptos.

En el de los numeros racionales, se toma como recurso fenomenoldgico inicial el trabajo con
las fracciones, los porcentajes y las razones, hecho por maestros y alumnos con el apoyo de signos
numéricos o numerales, a veces llamados “ntimeros quebrados”, “fracciones” y “decimales”, tanto

en situaciones escolares como extraescolares.

En el recorrido anterior queda claro que, a comienzos de los noventa, estaba ya bien
dispuesto el terreno para intentar sistematizar todos estos acercamientos multiples que parecian
terminar en un Unico concepto o ‘noumenon’: el nimero racional, estaban ya dadas las condiciones
para analizar los distintos acercamientos, procedimientos, concepciones y nociones vagas sobre
los racionales, para precisar en qué estaban las diferencias, hasta donde llegaban las coincidencias
y para ponderar si dichas diferencias llegaban a cuestionar la unicidad del concepto de nimero
racional, que parecia ser compartido por todos los matematicos de la segunda mitad del siglo XX

como concepto ya bien definido y refinado como eslabon central en la cadena de inclusiones N —

ZcQcRcCH

Tanto en la primera formulacion de 1984 como en la fenomenologia didactica de Freudenthal
(1994), no quedaba clara la distincién entre los sistemas simbolicos como representaciones de los
sistemas conceptuales ya producidas externamente y los registros semioticos de representacion o

sistemas productores de esas representaciones semioticas. Esa distincidn solo fue posible después

11 Aunque para algunos matematicos, no es aceptable esta cadena, aqui se reconoce porque al menos alguno de
los elementos de uno de los sistemas numéricos esta contenido en el siguiente. Al hablar del isomorfismo de N por
ejemplo a un subconjunto de Z no se niega que se encuentra incluida en Z, pues conservan el sustrato.
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del libro “Semiosis y Pensamiento Humano” de Raymond Duval (1995) que marca la incursion de

la semidtica en la Didactica de las Matematicas.

Pese a lo anterior, Vasco (1984), afos antes de formular su meté&fora del archipiélago en la
Teoria General de Sistemas de la Renovacion Curricular, sugiri6 que cualquier sistema
matematico, en particular cualquier sistema matematico de la aritmética elemental, como, por
ejemplo, un sistema armado, montado o soportado sobre los racionales, las razones, los quebrados
0 decimales, se descompone en tres bandas, franjas o capas, como si fueran franjas de un haz de
luz blanca que pasa por un prisma: los sistemas simbélicos como aquellos que aparecen a primera
vista en los textos y en las escrituras y los artefactos graficos que hace el sujeto, los sistemas
conceptuales y los sistemas concretos (en el sentido de ser familiares para los alumnos), que
pueden aparecer en actividades cotidianas y estar compuestos de objetos materiales o imaginarios,
pero gue ya han sido manipulados en alguna forma por el nifio de manera informal antes de

comenzar la instruccién escolar.

Figura 98.

Sistema matematico

Elementos
Sistemas Abstractos - Relaciones
Operaciones
-

Sistema matematico . - —— Elementos
. Sistemas Simbélicos Réliciohes
»

Operaciones

Sistemas Concretos

[ — Elementos

Relaciones
Operaciones

Yaen el modelo del archipiélago fraccionario (Vasco, 1991,1994), y desde una lectura actual

con la teoria noético-semiotica de Duval (1999), se reconoce que el modelo propone una
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diferenciacion clara entre los sistemas simbolicos (inicialmente propuestos sin la distincion entre
sistemas simbdlicos ya producidos y sistemas productores de representaciones 0 registros

semidticos), los sistemas concretos o familiares para los alumnos y los sistemas conceptuales.

Posteriormente Fandifio (2007), después de una amplia revision de las investigaciones
realizadas en torno a los racionales, reconoce que el término “fraccion” ha tenido varias
interpretaciones, lo que —segun la autora— tiene profundas repercusiones matematicas y didacticas
que conllevan a dificultades en su aprendizaje. Por lo tanto, en un libro de la autora —publicado en
italiano en el 2005 y el texto enespariol en el afio 2009— se presentan los principales significados
de la fraccion en los que se hace alusion a sistemas conceptuales y a sistemas de representacion,

tipicos de esos afos.

Por lo anterior, y proponiendo una teoria que permita diferenciar las situaciones, los
invariantes y las formas linguisticas, Fandifio (2009) retoma la definicion de campo conceptual
propuesta por Vergnaud y establece que las estructuras multiplicativas contribuyen a dar sentido
al concepto de fraccion, lo que implicaria que todas las interpretaciones que se tienen de la fraccién
deberian ser elaboradas y puestas en relacion las unas con las otras desde una relacién

multiplicativa.

Esta propuesta podria implicar que solo habria una Unica isla, la de los operadores
multiplicativos con distintas apariencias y utilizaciones, pero también, en palabras de Vasco
(1994), podria implicar que para Vergnaud el operador es precisamente lo que le da estructura del
sistema y parece referirse solo a sistemas multiplicativos, lo que dejaria por fuera el sistema
aditivo de los partidores; en tanto en el modelo de Vasco, el sistema se refiere a los operadores
como componentes o el sustrato y son monstruos achicadores o agrandadores que pertenecen a la

isla de los operadores, manteniendo la autonomia de otras islas, aunque reconociendo que esas
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formas diferentes podrian ayudar a tender, segiin Vasco “los puentes para cruzar de una isla a otra,

siendo las diferentes acepciones o islas profundamente distintas!?

En cuanto a la semidtica como el segundo punto de vista metodologico, desde el “lente
noético-semiotico” de Duval, los resultados del estudio permiten sospechar de la confusion entre
los registros semidticos como sistemas productores de las representaciones semiéticas y de los

sistemitas de simbolos o representaciones producidos por el registro.

Para ejemplificar el uso de la semidtica en este andlisis, se requiere volver a los modelos y
teorias de los racionales. En primer lugar, en el modelo propuesto por Kieren, se considera el
cociente como aquel subconstructo del nimero racional que representa una operacion de division
indicada por el simbolo ‘p/q’. Al analizarlo como sistema simbolico, sistema conceptual y sistema
concreto, desde los componentes, operaciones y relaciones, es posible afirmar que este “cociente”
o “cociente indicado”, mas que un constructo independiente, es una representacion semidtica que
tiene como contenido la operacion de distribuir o dividir, relacionada con el operador o

transformador del sistema conceptual partidor.

Lo que para Kieren hace parte de uno de los sistemas conceptuales de los racionales y, desde
nuestra perspectiva, podria ser solo una representacion semidtica que permite expresar o interpretar

cada uno de los componentes del sistema conceptual partidor.

En todas las teorias citadas se puede ver la constante que se reveld en la investigacion que

se encuentra a menudo en los maestros y en los libros de texto y por consiguiente se replica en los

12 Esta distincion no esta referida a la analogia original del archipiélago, es una interpretacién de Vasco (2019)
apoyado en la noética-semidtica.
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nifios, es la confusion entre objeto y representacion que se evidencia tanto en el modelo de

Vergnaud (1983) como en el de Behr, Lesh, Post y Silver (1983); Nesher (1985) y Ohlsson (1988).

Derivada de la conclusién anterior, se puede afirmar que hay por lo menos dos sistemas
conceptuales diferentes: el operador y el partidor, que posteriormente fueron considerados como

sistemas separados o “islas principales” en el modelo del archipi¢lago fraccionario de Vasco

(1994).

Siguiendo con el modelo del archipiélago refinado con la teoria noético-semioética de Duval
(1999), se propone que los sistemas simbdlicos (inicialmente propuestos sin la distincién entre
sistemas simbdlicos ya producidos y sistemas productores de representaciones o registros
semidticos), son el intermediario entre los sistemas concretos o familiares para los alumnos y los

sistemas conceptuales.

Siguiendo a Fandifio (2009), el campo conceptual de Vergnaud (1983) y su esquema
conceptual ternario permiten aproximarnos a lo que la autora llama “el aprendizaje conceptual”,
que podria acercarse al ejercicio de lo noético en Duval, al afirmar que existen formas linguisticas
diferentes que permiten expresar el mismo concepto —Ilo que podria corresponder con la existencia
de diferentes representaciones semidticas — y que los invariantes pueden homologarse con el
contenido de las representaciones, y esos contenidos podrian ser los conceptos subyacentes. Todo
esto seria compatible con la hipotesis de que hay una sola isla conceptual con distintos registros
semidticos para representar a sus habitantes, pero también con la hipotesis contraria de que hay
distintas islas conceptuales, cada una de ellas con distintos registros semioticos. La presente
investigacion tratd de explorar esta situacion, y podriamos ahora decir que los resultados

confirman la segunda hipétesis, sin ser ésta una pretension explicita de este estudio.
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De acuerdo con lo anterior, esta forma de diferenciar la noética de la semiotica expuesta en
Fandifio (2007, 2009) no se habia considerado en ninguna de las teorias sobre los racionales
anteriores incluida la expuesta por Vasco (1994), lo cual le da un valor agregado al modelo de

Fandifio y desde alli se deriva su amplia difusion en investigaciones posteriores.

Con el gran avance que hace la autora en cuanto a pensar en la actividad matematica desde
la actividad noético-semiética, mediante la distincion entre aprendizaje conceptual y aprendizaje
semiotico, se considera que lo que ella llama “la fraccion” hace parte del aprendizaje conceptual,
lo que coincide con los estudios en lengua inglesa, en donde se utiliza “fraction” para el concepto

y para el simbolo.

Pero falta todavia precisidn en cuatro frentes: en la distincion entre el nimero fraccionario
como concepto Y la fraccién como simbolo; en la explicitacion de los distintos registros semioticos
para cada sistema conceptual; en la diferencia entre las representaciones provenientes de cada uno
de ellos, asi sean superficialmente parecidas, y en la crucial distincion entre tratamientos y

conversiones de esas representaciones.

En el presente estudio, los nimeros racionales son los elementos del campo conceptual en el
cual se movilizan diferentes sistemas conceptuales, cada uno de ellos con uno o mas registros de
representacion semiotica; entre las distintas representaciones se encuentra la fraccion ‘p/q’ no
como un concepto Sin0 como una representacion en un registro semidtico muy particular,
acompafiada de otras representaciones semidticas muy distintas, como los decimales, los
porcentajes y las razones expresadas oralmente o con los simbolos clasicos de razén ‘p : q’ y

b

proporcion ‘p:q::r:s’.
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Este aspecto semiotico dificulta la interpretacion de la literatura en inglés y hace dificil
comunicar los resultados de esta investigacion en ese idioma, pues, como se dijo en el parrafo
anterior, en inglés no se presenta distincion entre “fraction”, tomada como “ntimero fraccionario”
o “numero racional” conceptual, y “fraction” tomada como representacion semioética de la forma
‘p/q’, perteneciente a un registro semidtico muy particular, tanto que no faltan algunos docentes
que crean que es mejor presentar a los alumnos mas jovenes solo el registro semidtico decimal,
que es el que se usa en las calculadoras y en los empaques de alimentos, y pretenden evitar durante

un tiempo el uso de las fracciones, y aun el empleo de las palabras “numerador” y “denominador”.

El conocimiento por parte de los docentes de algunos de esos sistemas conceptuales distintos
del habitual en los libros de texto podria facilitar el manejo de los grupos y de los estudiantes méas
lentos o de aquellos con capacidades excepcionales, sin obligarlos a todos a manipular
mecanicamente los simbolos para llegar a los mismos resultados numéricos. En palabras de Duval,
esta practica de aula que se repite en todas partes del mundo —asi sea “exitosa” en facilitar los
aprendizajes memoristicos—, estaria contribuyendo a que los estudiantes confundan las
representaciones semidticas y sus tratamientos con el sistema conceptual matematico y su manejo
mental, e impidan el ejercicio de conversiones de un registro semidtico a otro y el reconocimiento

de invariantes que podrian pertenecer a posibles sistemas conceptuales alternativos.

Recogiendo esta premisa y haciendo una lectura noético-semioética, los sistemas simbélicos
que se presentaron en el modelo inicial del archipiélago fraccionario (Vasco, 1994), en la presente
investigacion se pudo notar que en él se desconocia la potencia de la multiplicidad de registros
semidticos, que ahora se reconocen como partiendo del registro de la lengua materna oral,
complementandose con la introduccion de otros registros orales, escritos y graficos que posibilitan

la formacion del sistema conceptual como invariante de distintos registros.
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Si el modelo hubiera tenido en cuenta la diferenciacion entre sistemas simbdélicos producidos
y representados puablicamente y los registros semioticos productores de dichas representaciones,
se habria posibilitado una conceptualizacion mucho maés fina de las islas del archipiélago y de los
puentes entre ellas, a partir de las transformaciones semiéticas en el mismo registro o tratamientos,
internos a cada una de las islas, y de las transformaciones de representaciones de un registro a otros

diferentes o conversiones entre registros utilizados en islas diferentes.

Vista en otro sentido, la metafora del archipiélago fraccionario propuesta por Vasco (1994),
refinada con los presupuestos tedricos y epistemoldgicos que la teoria de Duval, nos aportd
conceptos y métodos que nos permitieron identificar distinciones entre los sistemas de
representaciones semidticas producidos por maestros y alumnos — antes denominados
indistintamente “sistemas simbdlicos” — Yy los sistemas productores de dichas representaciones o
registros semioticos, que no se habian explicitado antes, y precisar la diferencia entre los sistemas
conceptuales que corresponden a las diferentes islas del archipiélago y los diferentes registros
semidticos como sistemas productores de las representaciones publicas de esos sistemas
conceptuales, que podrian ser distintos para un mismo sistema conceptual. Asi se logrd hacer
inferencias sobre los contenidos conceptuales como invariantes de las representaciones, con los
respectivos modelos mentales y las teorias interpretadas en ellos, como productos de la actividad

mental noético-semiotica de los sujetos maestros y alumnos.

Extendiendo la metafora del archipiélago, los registros semioticos podrian ser las lenguas o
distintos dialectos que se hablan en cada una de las islas —que podrian ser distintas en una misma
isla— que permiten expresar e interpretar los modelos mentales de los habitantes de esa u otras

islas por medio de traducciones entre lenguas diferentes, que corresponden a las conversiones. Las

246



cercanias linguisticas entre las lenguas o registros permiten establecer puentes entre las islas, que

permiten transportar la informacion de una isla a otra.

En cuanto a la isla independiente denominada por Vasco “cocientes indicados”, la definicion
que hace de sus habitantes apunta a que —mas que pertenecer un sistema conceptual diferente—
se trata de representaciones semidticas producidas por ciertos registros semidticos que producen
esos cocientes indicados ‘p/q’ como representaciones semidticas, cuyo contenido conceptual se
ubicaria mas bien en el sistema conceptual de los partidores, puesto que el cociente indicado ‘p/q’

es interpretado como “p-veces un qu-avo 0 un qu-ésimo”.

Pero también puede considerarse como otra representacion semiotica producida por el
registro de los operadores, cuando desde el sistema conceptual operador, el cociente indicado p/q
es el resultado de aplicar primero el achicador 1/q, “un qu-avo” o “un qu-ésimo” a la cantidad
inicial dada, y luego el agrandador p/1 o “p-veces” al resultado, para lo que también ‘p/q’ es un
buen simbolo del operador resultante, pues (p/1)*(1/q) = (p/q), con la multiplicaciéon como

aplicacion sucesiva.

En cambio, la isla de las razones si aparece como una isla conceptual independiente, con
distintos sistemas productores -registros semioticos— de representaciones, de relaciones
multiplicativas entre cantidades o sistemas de cantidades homogéneas o heterogéneas, como se

trabajo en la tesis doctoral de Obando (2015).

Reformulando esta complementariedad entre lo expuesto por Duval (1999) y la metafora del
archipiélago fraccionario propuesta por Vasco (1994), es posible proponer un modelo enriquecido
con elementos semidticos que distingue algunas “islas conceptuales” como los partidores, los

operadores y las razones, y otras “islas simbolicas”, que podrian ser los registros semioticos, como
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los cocientes indicados, o los numeros decimales, o los porcentajes, o las gréaficas rectangulares y
circulares, con los animales que viven en cada una de esas islas como representaciones semidticas

particulares pertenecientes a ese mismo registro.

Las transformaciones entre representaciones semioticas que viven en la misma isla simbdlica
serian tratamientos y las correspondencias activas entre dos representaciones de dos islas
simbodlicas diferentes que pretenden “expresar lo mismo” serian las conversiones. En este sentido
y con estas precisiones, el modelo del archipiélago sigue estando vigente y contribuye a reconocer
en la estructura de los modelos conceptuales de los racionales y sus diferencias con los registros

de representacion semiotica a traves de los cuales se propone el aprendizaje de los racionales.

En sintesis, recogiendo los diferentes modelos y teorias sobre los racionales que permitieron
la construccion del marco tedrico y posteriormente se convirtieron en puntos de referencia para
analizar y contrastar los resultados, se pudo evidenciar la ausencia de la semidtica en los estudios
realizados hasta finales del siglo XX, la cual, en la actualidad, ocupa una posicion prominente en
la investigacion de la didéctica de la matematica, con el reconocimiento de la actividad matematica
como una actividad noético-semiética. Por todo lo anterior se pueden formular las siguientes

conclusiones:

- Laexistencia de diferentes constructos, acepciones o significados de las representaciones
semidticas de numeros racionales permite afirmar que también se refieren a diferentes
sistemas conceptuales de los nimeros racionales con sus modelos mentales diferentes
(Kieren, 1983; Nesher, 1985; Ohlsson, 1988; Behr, Lesh, Post & Silver, 1983; Freudenthal,
1983/1994; Vasco, 1994 & Fandifio, 2009).

- La distincion entre sistemas conceptuales y sistemas semiéticos en términos de Fandifio

(2009), aporta al conocimiento de los objetos matematicos y permite reconocer la paradoja
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cognitiva, ya que no hay otra forma de acceder a ellos sino a través de sus representaciones
parciales, ninguna de las cuales es identificable con el objeto sistémico. Desde la paradoja
cognitiva de Duval (1999), esa parcialidad no se remedia buscando otros registros menos
ambiguos, pues no sabriamos que se ha construido el mismo objeto matematico aun cuando
se sepa manejar dos o tres registros semioticos, aspecto que no habia sido considerado en
las conceptualizaciones precedentes.

- Los diferentes registros de representacion semidtica permiten expresar e interpretar
publicamente los diferentes sistemas conceptuales privados, ya que la correspondencia
entre los registros a partir del reconocimiento del invariante con respecto a las conversiones
entre registros, permite la conceptualizacion matematica.

- Al establecer la diferenciacion entre sistemas conceptuales, sistemas semidticos
productores o registros y representaciones semioticas como productos del registro
respectivo, es posible reconstruir distintos modelos en torno a los racionales v,
posiblemente, construir nuevos modelos que faciliten su aprendizaje. Cada modelo permite
seleccionar tareas y actividades matematicas que propicien y privilegien tanto la semiosis

expresiva como la interpretativa.

8.2.2. Desde las categorias emergentes en el estudio

Involucrar la semiética en la Didactica de las Matematicas y en el analisis de la actividad
matematica permitio reconocer que la comprension de los sistemas conceptuales de los racionales
por parte de los nifios—en este caso, de quinto grado— se hace explicita en la interpretacion y

produccidn de representaciones semioticas, en las transformaciones semidticas de tratamiento vy,
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mas que todo, en las transformaciones de conversion que ellos realizan, aspecto a considerar en

futuras propuestas de actividades para la clase de matematicas.

A lo largo de esta investigacion, las implicaciones de tener en cuenta los registros de

representacion y la sintaxis de las representaciones propiciaron el surgimiento de las siguientes

categorias:

El reconocimiento de la relacion parte-totalidad y totalidad-parte se hace evidente en las
transformaciones semioticas. En el caso del tratamiento, desde el registro en lengua natural,
tanto oral como escrito, se inicia con una referencia la parte y luego se nombra la totalidad.
Ej. “Me comi la mitad de la torta”. En cambio, al realizar la conversion al registro grafico,
pictorico o numérico, el tratamiento al interior de cada uno de estos registros, dados los
recursos que cada uno de ellos posee, lleva a que se inicie con la totalidad y luego se llegue
a la parte, tanto en la interpretacion como en la expresion de las representaciones

semioticas.

Veamos un ejemplo extraido de los resultados que confirma la anterior afirmacion:

¢Me comi la mitad de la torta? -

La equiparticion, que tanto los autores, maestros y libros de texto suelen asumir como
condicion de la particion y que, ademas, es un mecanismo constructivo para Kieren, si se
usa con frecuencia en la construccion de los numeros racionales en los sujetos analizados.

Después de realizar el analisis de los datos, este concepto se hace visible en el registro en
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lengua natural unicamente cuando quien la interpreta y la produce recurre a identificar o
incluir en la construccion de las unidades elementales la condicion de igualdad (“en partes
iguales™) que atn en los casos en que aparece ese marcador lingiiistico, no se especifica la
magnitud que se utiliza para precisar “iguales de qué” o “iguales en qué”; sin embargo, al
realizar procesos de conversion a otros registros como el pictorico, grafico y numérico, no
se encuentra dentro de los recursos semioticos utilizados y, por consiguiente, no aparece
explicita en el contenido de la representacion. Por lo tanto, para el nifio, que la particion
sea equitativa, en el sentido de que todas las partes sean iguales, no es condicién de la

particion.

Dentro de los hallazgos del estudio, la anterior afirmacion se ejemplifica de la siguiente manera:

(R ¢Me comi la mitad de la torta? . —
- e aue’e. OEQ Qe MR Comi God 1

© SeqLenod \,H‘mr‘ Jmi; C
=L \

Como ya se ha hecho referencia en la teoria general de procesos y sistemas —TGPS-y en
la de modelos y teorias —~-TGMT-, dentro de los componentes de todo sistema se identifican
tres aspectos: componentes, relaciones y operaciones, que corresponden al sustrato, la
estructura y la dinamica de cada sistema, respectivamente. Dentro de los hallazgos del
presente estudio, se pudo identificar que los operadores de un modelo mental sistémico
actuan como transformadores internos implicitos que cambian unos elementos por otros
del mismo sustrato, unas relaciones por otras dentro de la misma estructura y unos
operadores por otros dentro de la misma dinamica interna de cada sistema. Pero la dinamica
misma en accion no se puede describir y por eso se tienen solo simbolos estaticos de

operadores, que suelen ser representados a su vez por los matematicos con su grafica de
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parejas ordenadas (argumento, resultado). Estas parejas solo representan relaciones
estaticas “antes y después”, sin indicar el proceso que llevo a transformar el argumento en
el resultado, el cual solo se puede rastrear cuando el estudiante trata de calcular con
precision el resultado por medio de tratamientos simbdlicos intermedios dentro del mismo
registro (internos).

- Esto ocurre debido a que el modelo estatico solo permite identificar el producto que es la
representacion resultante del proceso, y el paso de la representacion inicial del argumento
a la del resultado podria ser solo una asociacion memoristica que no permite “ver” la
dinamica en marcha, que requiere “echar a andar” o “echar a correr” el modelo mental
dinamico. Es el movimiento mismo, la actuacion mental de “correr” la dinamica lo que
propicia la aparicion de los operadores como transformadores activos y, por consiguiente,
permite efectuar la operacion mentalmente y aun corregir la escritura, tal como se observa

en el siguiente ejemplo extraido de los datos:

(,‘,,), j. fo> Aoverm

‘ Cerem
//-vy /’4)!' /v 15 /u /r /

Jesovo

Zoro

La isla del tesoro

Harry Potter

(G [C 0 (T [0

Cuentos de los hermanos Grimm

El estudianteintentaincluir dentro de la gréfica circular ademas de
las cantidades, los nombres de los libros pero finalmente los ubica
por fueray en el orden de las manecillas del reloj.

Por lo tanto, el célculo simbodlico es un tratamiento, porque cuando se trata de calcular el
resultado de un operador, se estd haciendo un tratamiento de la representacion llamada
“argumento” para obtener otra, llamada “resultado o producto”, ambas dentro del mismo registro
semidtico. Lo anterior permite explicar y comprender que “partir” no es propiamente un operador

hasta que no se “eche a andar” el modelo. Para que esto se haga evidente es necesario pedirle a
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quien produce o interpreta la representacion que externalice el tratamiento que realizo, o que
infiera lo que fue el tratamiento a partir de estudiar la representacion del argumento y la del

producto.

Se corrobora en el andlisis que el constructo llamado “la razén” se considera una
comparacion multiplicativa de dos cantidades pero sin relacionar dicho constructo con los de la
isla de los partidores o de la de los operadores, ya que solo parece usarse en la comparacion entre
dos cantidades de la misma magnitud, como por ejemplo decir “es el doble de larga™ para dos
lineas rectas o franjas horizontales o verticales que parece ser una razon agrandadora o ampliadora,
pero tanto los maestros como los nifios parecen creer que solo los reductores son fraccionarios y
por esa razon identifican la razon “es la mitad de larga” como un niimero racional o razon, lo que
no ocurre con la razén doble o triple, porque el agrandador p-veces no vive en ninguna de las islas

del archipiélago fraccionario sino en la gran isla de los nUmeros naturales, cardinales o contadores.

8.1.3. Desde la relevancia de la semidtica en el aprendizaje de los racionales

Retomando el analisis de los modelos y las teorias de autores, maestros y libros de texto
sobre los racionales, asi como la reconstruccion de los modelos de los nifios y nifias de quinto
grado, fue posible confirmar en este estudio la potencia de los registros de representacion semiotica
gue como sistemas productores de las representaciones ponen en evidencia las comprensiones y
obstaculos para el aprendizaje de todos los conceptos matematicos, en particular del concepto o de

los conceptos de nimero racional.

La teoria de Duval (1999, 2004, 2006, 2017) focaliza el anélisis de los sistemas de registros

de representacion semidtica durante la actividad matematica, en la cual circulan registros y
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representaciones semioticas desde la semiosis tanto interpretativa como la expresiva, que lograron
diferenciarse en este estudio, debido a que en cada una de ellas se presentan demandas cognitivas

diferenciadas, como veremos a continuacion:

Cuando el maestro propone una situacion matematica, el estudiante realiza una actividad de

semiosis interpretativa, mediante las siguientes acciones:

- ldentificacion del registro semidtico sobre el cual el maestro produce la representacion.
- Reconocimiento de las unidades constitutivas de la representacion semiotica producida por

el maestro y del tratamiento realizado.

Estas acciones se pueden reconocer en la actividad de semiosis interpretativa que hace el

estudiante, cuando se le pregunta acerca de la expresion:

¢Me comi la mitad de |a torta? | » “Que separe % de la unidad”

Lo anterior, derivado de los resultados de la presente investigacion implica la identificacion
y comprension de los registros semioticos en donde ha tenido acercamiento mediante la semiosis
expresiva, lo que indica que, si no se han hecho tratamientos al interior de los registros o
conversiones entre los registros, se pueden presentar dificultades para interpretar las

representaciones propuestas por los alumnos y si responden o no a las esperadas por el maestro.

Cuando se pretende dar respuesta a la situacion matematica propuesta por el maestro, el

estudiante realiza una actividad de semiosis expresiva, mediante las siguientes acciones:

- Seleccién del registro de representacion sobre el cual va a producir la representacion
semiGtica, cuando se les pide que represente de otra manera la siguiente expresion “repartir

&5 dulces entre 20 nifos”.
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- Identificacion de las reglas de conformidad del registro sobre el cual realizara el
tratamiento de la representacion semiotica.

- Conversion de la representacion semidtica de un registro a otro.

El rector del colegio nos dio 85 dulces
para la fiesta. ¢ Cuantos dulces nos
tocaron a cada uno de los estudiantes de l

mi grupo? ¢Como los podemos repartir

Hago el dibujo de la reparticion . L
=4 K] P08 Registro pictérico
) ) 006\ g v I seleccionado por el
Registro en lengua natural (escrito) o ° R
oo r estudiante para
propuesto por el maestro . »
I S representar la situacion
,,"7 propuesta
o
5 ; X ] Conversion en registro
C O O( . = 4

grafico

Para la semiosis expresiva, se requiere del estudiante no sélo la identificacion del registro
sobre el cual produce las representaciones, sino también poner en juego los recursos semiéticos de
que dispone el registro en el cual se produce la representacion, de tal manera que pueda producir
una representacion pertinente al registro y de facil comprensién para quien hara la semiosis

interpretativa.

8.2 Limitaciones del estudio

La actividad matematica de maestros y alumnos analizada desde una perspectiva noético-
semidtica pone en evidencia algunas limitaciones que se presentaron en la puesta en marcha de las
técnicas de recoleccion de los datos y de andlisis, debido al caracter implicito de los registros y de
la produccién de las representaciones y sus tratamientos, asi como de las comprensiones que los
sujetos, puedan tener en torno a los registros semioticos de representacion. Por lo tanto, el analisis
puede aparecer a veces sesgado, ya que la interpretacion y expresion de las representaciones

semidticas se hace a través de la inferencia que pudo realizar la investigadora de la actividad mental
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del sujeto, en este caso del estudiante. Estas inferencias pueden ser muy subjetivas, a pesar del

esfuerzo que se hizo por triangularlas con los tutores y colegas investigadores.

De igual manera, la produccion de representaciones semioticas resultantes de las operaciones
indicadas en los ejercicios sucede cuando el estudiante “echa a andar” el modelo mental, dada la
naturaleza del mismo que es dindmico y no estatico; por lo tanto, se debid acudir a grabaciones de
video durante la realizacion de las transformaciones semioticas que permitiera evidenciar su
construccion y no esperar a que quedara registrado en el cuaderno, “congelando” el modelo
producido y activado por el estudiante. Pero estas representaciones ya dibujadas y escritas son las
que se prestan mas para el analisis, y los intentos de reconstruir el proceso mental y los modelos
puestos en marcha dependen en gran medida de las experiencias previas y sesgos de la

investigadora.

Con el fin de no caer en especulaciones, se tuvo en cuenta al analizar la produccion de las
representaciones semidticas y sus transformaciones durante la actividad matematica la realizacion
de diferentes actividades que provocaran semiosis expresivas e interpretativas, teniendo en cuenta
esta variedad al analizar las producciones de los nifios y seleccionar los datos. Se analiz6 la
consistencia y coherencia de los datos seleccionados teniendo en cuenta la totalidad de la
informacion recolectada, de tal manera que se pudieran obtener nuevos detalles en la produccion
de representaciones que permitieran inferir la manera como construyen los nifios las
representaciones semioticas a partir del conocimiento que tienen de los registros semiéticos. Pero
solo la replicacion de investigaciones como esta en otras poblaciones escolares y en otras partes
del pais podra depurar las inferencias que, a pesar de los controles, pueden haber resultado muy

subjetivas.
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Otra limitacion que se hace evidente en un estudio cualitativo como este es que, durante el
desarrollo de la actividad matematica, o al finalizarla, se debio solicitar a los nifios que “explicaran
en voz alta” como realizaron el tratamiento de las representaciones semidticas; es decir, fue
necesario pedirles que explicaran y describieran con sus propias palabras lo que iba sucediendo en
su mente mientras iban produciendo o interpretando las diferentes representaciones, ya que la
dinamica del modelo no era posible registrarla en el momento en que fue sucediendo. Puede
considerarse una limitacién, porque en las explicaciones e interpretaciones de las grabaciones ya
no se trata de la cognicidon “en caliente”, sino de evocaciones de acciones ya realizadas en el
pasado, muchas de las cuales pueden ser una reinterpretacion subjetiva de la representacion
producida inicialmente. Pero esta limitacion es inevitable en cualquier forma de utilizacién de

protocolos de “pensar en voz alta”.

Con el fin de reducir esta limitacion, se les pidio a los nifios que emplearan una hoja de papel
diferente a su cuaderno, en donde pudieran explicitar los tratamientos implicitos que iban
sucediendo hasta llegar al producto final, que es la representacion semidtica derivada de un

tratamiento o de una conversion.

También se considera una limitacion del estudio que las instrucciones dadas por la
investigadora durante la actividad matematica propuesta a los estudiantes, asi como la seleccion
de las tareas a resolver, pueden haber estado ya sesgadas a lo que se esperaba observar, ya que en
estas acciones se refleja la organizacién del modelo mental de quien propone la actividad, lo que
puede influir en el desarrollo de la actividad matematica de los nifios o sesgar la interpretacion

posterior.

Dada la naturaleza y estructura de los registros de representacion semiética que circulan

durante la actividad matematica, se requiere de un analisis mas profundo de la evolucion histérica
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de cada uno de los registros semioticos utilizados, asi como también de los implicitos lingisticos
y psicologicos de su uso; el caracter todavia incipiente de este analisis puede ser también una

limitacion en la realizacion de investigaciones desde una perspectiva semidtica.

La realizacion de investigaciones didacticas en un ambiente natural de aula en donde, por
implicaciones éticas se requiere la participacion de todos los estudiantes del curso, puede
convertirse en una limitacion al momento de recoger informacion, debido a la multiplicidad de
variables de que dispone la clase, como el espacio, la organizacion del espacio del aula, el docente,
el comportamiento de los estudiantes, entre otros aspectos que pueden afectar la actividad

matematica y por consiguiente la recoleccién de informacion.

Los criterios de exclusion de la unidad de trabajo también puede verse como una limitacion
del estudio, ya que en la seleccion de los estudiantes participantes en el estudio, se requiere la
revision de la actividad realizada, la claridad en la escritura y el uso de recursos semiéticos que
entran en juego al momento de realizar la investigacion, que para este caso particular, en donde es
necesaria la variedad en la produccion de representaciones semioticas no es posible incluir aquellos

estudiantes que hacen poco uso de los recursos semidticos.

8.3 Implicaciones tedricas, investigativas y educativas

Un primer aspecto —que puede aparecer como una recomendacion muy general, pero que
ha permeado todo el proceso— fue comprender la pertinencia e impacto que tienen en la
investigacion educativa y didactica los modelos mentales individuales vistos como sistemas que

todos y cada uno de nosotros, profesores, alumnos e investigadores construimos para representar
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procesos y subprocesos que vivimos colectiva y pubicamente. Estos modelos mentales son los que
nos permiten permanentemente hacer descomposiciones y desagregaciones, inferencias y
conjeturas, y establecer relaciones o nexos entre los diferentes componentes de esa porcion de la
realidad que para cada uno de nosotros es ‘mi realidad’, y que es la se mantiene activa en la
memoria y la imaginacion de cada participante. A pesar de la aparente seguridad que sentimos de
que todos compartimos la misma realidad por estar participando conscientemente en una actividad
conjunta, los investigadores tenemos que aprender de los antropo6logos a hablar con cautela solo

de “la realidad que damos por compartida”.

Recomiendo, pues, para futuras investigaciones retomar la Teoria General de Modelos y
Teorias -TGMT- propuesta por Vasco y su distincion precisa entre modelo mental como sistema
imaginativo y teoria como formulacion linguistica en un registro semiético de lenguaje oral al que
se subordinan otros registros de representacion. Esta combinacion de modelos y teorias con el
enfoque semidtico de Duval enriquece los métodos y las técnicas de investigacion y posibilita

miradas mas comprensivas, holisticas e integrales de los fendmenos educativos y didacticos.

Lo anterior se afirma debido a la experiencia vivida en el desarrollo de la tesis que recoge
las posibilidades epistemoldgicas, metodoldgicas y didacticas que ofrece la TGMT a la
investigacion educativa para “ver” los fendmenos, para descomponerlos y comprenderlos,
comparando esta experiencia con la de las investigaciones anteriores en las que esta investigadora

habia participado.

Teniendo en cuenta que la presente investigacion se suscribe en la didactica B, que va mas
alla de la atencidn a la ensefianza (didactica A) y se convierte en un ejercicio de la epistemologia
del aprendizaje de la matematica, como lo proponen D’Amore y Fandino (2015), se pudo

reconocer y confirmar la pertinencia de los planteamientos de Duval en cuanto al aprendizaje del
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objeto matematico numero racional a partir de las representaciones y transformaciones semioticas,
porque ofrece nuevas herramientas para hacer el transito hacia futuras didacticas (como la
didactica C, o D, u otras que las sigan), en donde el objeto de estudio ademas de ser la actividad
matematica misma, permita el reconocimiento de la semiotica como exigencia emergente de toda

investigacion(D’ Amore, 2006).

De acuerdo con D’ Amore, Fandifio & Tori (2013), se sugiere involucrar en todos los procesos
de formacion en didactica de la matemaética el estudio de los sistemas de representacion semidtica
y su relacién con los sistemas conceptuales propuestos desde los modelos y las teorias existentes

por la pertinencia para la organizacion de las situaciones matematicas que se proponen en el aula.

Lo anterior se confirma por Vasco (2017), en su prologo a la segunda edicion de la traduccion
corregida en 2017 del libro “Semiosis y Pensamiento Humano” (escrito por Duval en francés en
1995 y traducido por Myriam Vega Restrepo en 1999). En dicho prélogo, Vasco dice que esta
teoria ha ganado un lugar que hoy se considera necesario en las investigaciones en didactica de la
matema@tica, especialmente en el analisis de datos, en donde la distincion entre sistemas semidticos
productores de representaciones semidticas y las representaciones semioticas como sistemas
simbolicos producidos por quienes participan en cualquier actividad matematica a través de la
semiosis interpretativa y expresiva, con la correspondiente distincion entre tratamientos y
conversiones, que son las que permiten el acceso a los objetos mateméaticos como invariantes de
multiples representaciones semidticas, se constituye en un punto “de no retorno” en la metodologia

de investigacion de la didactica.

Segun los hallazgos del presente estudio, este tipo de analisis noético-semiotico permitio
reconocer las posibilidades que los registros semidticos ofrecen a la produccién de las

representaciones y sus transformaciones semiéticas, asi como en las posibilidades de inferir los
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componentes del modelo mental que no se hacen directamente “visibles” en sus representaciones,
sino que requieren una interaccion del docente y estudiante en torno a diversas y variadas
representaciones y transformaciones semioticas con el fin de lograr el aprendizaje en el estudiante
y el acceso de los docentes e investigadores a esos ricos procesos mentales de aprendizaje profundo
de las matematicas; por consiguiente, es necesario que los docentes y los investigadores en
didactica de la matematica realicen permanentemente vigilancia epistemoldgica y semidtica 'y que
afinen las herramientas para analizar a profundidad las caracteristicas de los diferentes sistemas

conceptuales, sus modelos y sus teorias.

En cuanto a los sistemas conceptuales de los racionales en particular, se sugiere de acuerdo
con los resultados del presente estudio tener en cuenta los siguientes aspectos al momento de

pensar la actividad matematica:

- Reconocer que ademas de afirmar lo que proponen Cortina, Zufiiga &Visnovska (2013)
acerca del obstaculo didéctico que genera la equiparticion como acercamiento inicial al
desarrollo de las primeras nociones en torno a los racionales, existe también un obstaculo
semidtico debido a la ausencia de unidades elementales y constitutivas de los registros
semioticos que den cuenta de la equiparticion, ya que esta sélo se hace visible en el registro
en lengua natural y depende de la construccion que realiza el docente o se expresa en los
libros de texto.

- Los operadores considerados como tratamientos mentales implicitos, de acuerdo con los
resultados que arroja el presente estudio, deben trabajarse de manera explicita en las
actividades de clase de tal manera que se evidencie la comprension que estan alcanzando
los estudiantes al poner en movimiento, o “echar a andar y a correr” sus modelos mentales

y de esa manera permitan explicitar sus teorias.
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La razon en cuanto relacion multiplicativa entre sistemas de cantidades de la misma
magnitud (razones homogéneas), especialmente entre dos longitudes, dos areas o dos
volumenes, o entre dos magnitudes diferentes (razones heterogéneas), como concepto
subyacente a esta isla particular de los racionales, debe formularse y establecerse de manera
explicita en la semiosis expresiva del maestro y de los materiales escritos, textos y guias,
de tal manera que se posibilite al estudiante el reconocimiento de este tipo de relaciones
multiplicativas cuanto se encuentra en el sistema operador y pueda, de manera consciente,
distinguirlas de las relaciones aditivas presentes en el sistema partidor y hacerlas evidentes
cuando resuelve situaciones matematicas.

Es llamativo que este concepto de razén entre parejas de cantidades de la misma o de dos
magnitudes geométricas o fisicas distintas —que podriamos llamar “razon talesiana” o
“eudoxiana” o “euclidiana”— no aparece explicitamente en ninguno de los textos escolares
ni en las actividades de clase propuestas por los maestros y maestras, ni en las producciones
semioticas de los estudiantes observados en la Educacion Basica Primaria. Si solo
contaramos con las investigaciones hechas en Manizales en este nivel de la educacion
publica y privada, esta isla conceptual tan venerable y antigua pareceria estar desierta o

haber desaparecido bajo las aguas.
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